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კურსის შესახებ 

გამოცემას საფუძვლად უდევს  სალექციო კურსი, რომელიც იკითხება თსუ-ის 
ფიზიკის სპეციალობის სტუდენტებისათვის. ძირითადი მასალის დასაუფლებლად 
არ არის აუცილებელი რაიმე განსაკუთრებული წინაპირობების დაკმაყოფილება. 
დამატებითი მასალა ნავარაუდევია  დამოუკიდებელი שესწავლისათვის და გან-
კუთვნილია მათთვის, ვინც დაინტერესებულია, שედარებით ღრმად გაეცნოს თეო-
რიული  ფიზიკის მათემატიკურ აპარატს. 

თხუთმეტი ლექციისაგან שემდგარი კურსი მოიცავს שემდეგ ძირითად თემებს: 

 ;იשესავალი ტენზორულ აღრიცხვაש •

• ვარიაციული აღრიცხვის საწყისები; 

• ფურიეს გარდაქმნები; 

• ფურიეს გარდაქმნების გამოყენება  გრინის ფუნქციების გამოსათვლელად. 

მაღალი ხარისხის უნივერსალური თანამედროვე სახელმძღვანელოებიდან שე-
გვიძლია, რეკომენდაცია გავუწიოთ שემდეგ ლიტერატურას: 

G. Arfken, H. Weber, F. Harris:  Mathematical Methods For Physicists Elsevier, 2013; 
K. Riley, M. Hobson:  Foundation Matematics for the Physical Sciences; Cambridge 

University Press, 2011; 
S. Hassani:  Mathematical Methods for Students of Physics and Related Fields; 

Springer, 2009; 
W. Appel: Mathematics for Physics and Physicists; Prinston University Press, 2007; 
J.  Mathews, R. Walker:  Mathematical Methods of Physics; Addison-Wesley 

Publishing Company, 1969. 

თანამედროვე მათემატიკური ფიზიკის გეომეტრიული და ტოპოლოგიური ას-
პექტები გადმოცემულია სახელმძღვანელო-მონოგრაფიაשი: 

B. Dubrovin, A. Fomenko, S. Novikov; Modern Geometry – Methods and Applications 
(Part I),   Springer Science,  1984. 

აქ მითითებულია ის წყაროები, რომლებმაც უשუალო გავლენა მოახდინეს წი-
ნამდებარე კურსის שედგენაზე. ამას გარდა, დიდძალი სასარგებლო მასალა არის 
განთავსებული ინტერნეტשი.  

ავტორები 
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შეთანხმებები და აღნიშვნები 

თითოეული ლექცია שედგება დანომრილი პარაგრაფებისაგან. პარაგრაფები, 
რომლებიც שეიცავენ שედარებით რთულ ან არასავალდებულო  საკითხებს, აღნიש-
ნულია ვარსკვლავით. 

ტექსტის გამოყოფილ არეებשი განთავსებულია კურსის ძირითადი ნაწილის 
საკვანძო ცნებები და დებულებები. 

გამოყენებული მათემატიკური სიმბოლოები 

სიმბოლო სიმბოლოს მნიשვნელობა∀ ∀ ∃  ∃ ݔ ნებისმიერი/ყველა  :ݔ ܽ ݔ არსებობს    :ݔ ∈  ܣ ეკუთვნის სიმრავლეს ܽ ܣ → ს ℕ ნატურალურ-ݍ გულისხმობს  ݍ რიცხვთა სიმრავლეℤ მთელ რიცხვთა სიმრავლეℚ რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეℝ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეℂ კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლე≔ ტოლობა განმარტების ძალით
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I. ვექტორული აღრიცხვა 

ლექცია 1 

§1.1. დეკარტული კოორდინატები  

კლასიკური ფიზიკის წარმოდგენები გარემომცველი სივრცის שესახებ დიდი 
სიზუსტით არის ასახული მათემატიკურ მოდელשი, რომელსაც სამგანზომილებია-
ნი (3ܦ) სივრცის ევკლიდური  გეომეტრია ეწოდება. 

ჩამოვაყალიბოთ ამ გეომეტრიული მოდელის ძირითადი ცნებები: 

• თავისთავად სივრცე წარმოადგენს წერტილებისაგან שედგენილ  უწყ-
ვეტ სიმრავლეს (კონტინუუმს); 

• სივრცეשი განმარტებულია ვექტორის ცნება. გეომეტრიულად ვექტო-
რი გაიგება, როგორც სივრცის ორი წერტილის שემაერთებელი წრფის 
მიმართული მონაკვეთი (ისარი). დასაשვებია ვექტორების პარალელუ-
რი გადატანა; 

• სიგრძეები და კუთხეები ემორჩილებიან ევკლიდეს გეომეტრიის პოს-
ტულატებს; 

• წერტილებსა და ვექტორებს აქვთ გეომეტრიული שინაარსი და ისინი 
არ არიან დამოკიდებული რომელიმე კოორდინატულ სისტემაზე. 

კოორდინატები იძლევა სივრცის წერტილის იდენტიფცირების საשუალებას. 
ეს არის წესი, რომლის თანახმადაც სივრცის ნებისმიერ ܲ წერტილს שეესაბამება 
სამი რიცხვის მოწესრიგებული მიმდევრობა, მაგალითად: ݔ(ܲ), ,(ܲ)ݕ ܼ(ܲ). 

ამ რიცხვებს ܲ წერტილის კოორდინატები ეწოდებათ. ამასთანავე, უნდა 
სრულდებოდეს שემდეგი: 
i) სივრცის განსხვავებულ წერტილებს שეესაბამება კოორდინატების განსხვავე-

ბული კრებულები  ܲ → ,(ܲ)ݔ ,(ܲ)ݕ ܼ(ܲ) ܳ → ,(ܳ)ݔ ,(ܳ)ݕ ܼ(ܳ) ⋯ 
იმ שემთხვევაשი, როდესაც ݔ(ܲ) = (ܲ)ݕ			,(ܳ)ݔ = (ܲ)ݖ						,(ܳ)ݕ =  (ܳ)ݖ

სივრცის ܲ  და ܳ  წერტილები ერთმანეთს ემთხვევა; 
ii) კოორდინატების ნებისმიერ მიმდევრობას (ݔ, ,ݕ -ეესაბამება სივრცის როש (ݖ

მელმე წერტილი.  



 12

ევკლიდური სივრცის აღსაწერად განსაკუთრებით მნიשვნელოვანია დეკარტეს 
კოორდინატთა სისტემა. მოსახერხებელია კოორდინატების ინდექსური აღნიשვნე-
ბის გამოყენება:  ݔ = ,ଵݔ] ,ଶݔ ݕ [ଷݔ = ,ଵݕ] ,ଶݕ  ⋯ [ଷݕ

რაც ნიשნავს იმას, რომ ݔ წერტილის კოორდინატების სამეული არის ݔଵ, ,ଶݔ  ݕ ,ଷݔ
წერტილს שეესაბამება სამეული  ݕଵ, ,ଶݕ   .ש.ଷ და აݕ

დეკარტეს კოორდინატები ისეთი კოორდინატებია, რომ სიდიდე ݈ଶ = ଵݔ) − ଵ)ଶݕ + ଶݔ) − ଶ)ଶݕ + ଷݔ) −  ଷ)ଶݕ
ტოლია ݔ და ݕ წერტილების שემაერთებელი წრფის მონაკვეთის სიგრძის 
კვადრატისა. 

წერტილები და წრფის მონაკვეთები გეომეტრიული ობიექტებია, ხოლო კოო-
რდინატები კი – მათი ალგებრული მახასიათებლები. 

§1.2. ვექტორები და კოორდინატული ბაზისი 

სამგანზომილებიანი ევკლიდური სივრცის ყოველ წერტილשი שეიძლება აიგოს 
სამი წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორი. ჩავთვალოთ, რომ ეს ვექტორები 
ურთიერთმართობია და რომ თითოეული მათგანის სიგრძე ერთის ტოლია. ეს 
ვექტორები აღვნიשნოთ, როგორც ሼࢋଵ, ,ଶࢋ  .  იმავე სივრცის ნებისმიერი მეოთხე	ଷ}ࢋ
ვექტორი ש ࢇეიძლება წარმოვადგინოთ, როგორც წრფივი კომბინაცია ࢇ = ܽଵࢋଵ + ܽଶࢋଶ + ܽଷࢋଷ. 

ნახაზზე გამოსახულია ორთოგონალური კოორდინატული სისტემა, რომელიც 
აღჭურვილია კოორდინატთა სათავიდან გამომავალი სამი ერთეულოვანი ურთი-
ერთმართობი ვექტორით (ࢋଵ, ,ଶࢋ    :(ଶࢋ
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კოორდინატული ღერძების გასწვრივ მიმართულ ერთეულოვან საბაზისო 
ვექტორებს კოორდინატული ორტები ეწოდება.  

კოორდინატების ܱ სათავისა და ორტების ერთობლიობა ქმნის კოორდინა-
ტულ ბაზისს ℬ. ბაზისს ასევე კოორდინატულ რეპერსაც უწოდებენ. რეპე-
რის სათავისა და ორტების მიმართულების არჩევა ნებისმიერია. 

დავუשვათ, გვაქვს წერტილი ݔ კოორდინატებით (ݔଵ, ,ଶݔ -ეש ଷ). ამ წერტილსݔ
ესაბამება რადიუს-ვექტორი  ࢞ = ଶࢋଶݔ+ଵࢋଵݔ +  .ଷࢋଷݔ
ჩავწეროთ ეს რადიუს-ვექტორი 3 × 1 მატრიცა-სვეტის სახით 

ℬ[࢞] = ݔଵݔଶݔଷ൩. 
უნდა გვახსოვდეს, რომ წერტილებისა და რადიუს-ვექტორების ამგვარი იდენ-

ტიფიცირება გულისხმობს კონკრეტული კოორდინატული ბაზისის გამოყენებას, 
რაზეც მიუთითებს ინდექსი ℬ.    

მატრიცა-სვეტს [࢞]ℬ ეწოდება ࢞ ვექტორის წარმომადგენელი ბაზისשი ℬ. 

ამასთან ერთად, თვით წერტილები და ვექტორები არიან კოორდინატების სი-
სტემის არჩევაზე დამოუკიდებელი გეომეტრიულ ობიექტები. שემდგომשი ჩვენ კო-
ორდინატთა სისტემის აღმნიשვნელ ინდექსს ℬ გამოვიყენებთ მხოლოდ საჭიროე-
ბის שემთხვევებשი. ამას გარდა, ორივეს, ვექტორსაც და მის שესაბამის მატრიცა-
სვეტსაც, ვექტორს ვუწოდებთ. 

საბაზისო ვექტორებისათვის გვექნება მატრიცული წარმოდგენა 

[ଵࢋ] = 100൩									[ࢋଶ] = 010൩								[ࢋଷ] = 001൩ . 
-ი, კოორდინატების ინდექსური აღשემთხვევებש ნოთ, რომ, გარკვეულשევნიש

ნიשვნების ნაცვლად, მოსახერხებელია (ݔ, ,ݕ -ცვლადების გამოყენება, ხოლო კო (ݖ
ორდინატული ორტებისათვის კი გამოიყენება აღნიשვნები: ࢋ௫ =  = ௬ࢋ						ଵࢋ =  = ௭ࢋ							ଶࢋ =  =  .	ଷࢋ

მატრიცა-სვეტებისათვის განმარტებულია მიმატებისა და ნამდვილ რიცხვზე 
გამრავლების ოპერაციები: 

[࢜] + [࢝] = ݒଵ + ଶݒଵݓ + ଷݒଶݓ + [࢜]ߙ			 ଷ൩ݓ = ݒߙଵݒߙଶݒߙଷ൩	. 
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სივრცის ვექტორებისათვის שეგვიძლია გამოვიყენოთ მატრიცული წარმოდგენა [࢛] = [ଵࢋ]ଵݑ + [ଶࢋ]ଶݑ + -ევკლიდური სივრცის რადიუს-ვექტორები ქმნიან ნამდვილ წრფივ ვექტო	ܦ3 .	[ଷࢋ]ଷݑ
რულ სივრცეს ℝଷ, ასე რომ, სამართლიანია שემდეგი: 

1. ვექტორების שეკრების წესები 																	[࢛] ∈ ॽ, [࢜] ∈ ॽ		 → [࢛] + [࢜] = [࢝] ∈ ॽ  

[࢛]								     + [࢜] = [࢜] +  [࢛]
[࢛]															  + [࢜]) + ([࢝] = [࢛]) + ([࢜] + []				∃																	 [࢝] = 000൩ ∈ 		ॽ:						[࢛] + [] = [࢛]									:[࢛−]	∃	[࢛]			∀																	  				[࢛] + [࢛−] = []								  

2. ვექტორების ნამდვილ რიცხვებზე გამრავლების წესები 											[࢛] ∈ 		ॽ		 → [࢜]ߙ 	∈ 		ॽ; ,ߙ								 ,	ߚ ߛ … .			 ∈ ℝ 															(ߙ + [࢛](ߚ = [࢛]ߙ + [࢛])ߙ															  				[࢛]ߚ + ([࢜] = [࢛]ߙ + [࢛]1																  [࢜]ߙ = [࢛] [࢛]0																   = []   

§1.3. მატრიცები, ࢾ და ࢿ სიმბოლოები  

ვექტორები ჩვენ წარმოვადგინეთ 3 × 1 მატრიცა-სვეტების დახმარებით. 
მოკლედ שევჩერდეთ მატრიცების ძირითად თვისებებზე. 	݉ × ݊ მატრიცა שეიცავს ݉ რაოდენობით სტრიქონსა და ݊ სვეტს:  

A ≡ [A] = [ܣ] = ൦ ଵଵܣ ଶଵܣଵଶܣ ଶଶܣ ⋯ ⋯ଵܣ ⋮ଶܣ ଵܣ⋮ ଶܣ ⋱ ⋮⋯  .	൪ܣ
მატრიცებისათვის განმარტებულია მიმატებისა და რიცხვზე გამრავლების 

ოპერაციები: C = A + B								 → 						 ܥ = ܣ +  Cܤ = 							Aߣ → 														 ܥ =  . ܣߣ

მატრიცული გამრავლების წესი მდგომარეობს שემდეგשი: დაუשვათ, გვაქვს 
ორი მატრიცა: ݉ × ݊	 მატრიცა A და ݊ ×݉′	 მატრიცა B. ამ ორი მატრიცის 
ნამრავლი არის  ݉ ×݉′ მატრიცა  [C] = [A][B]								 

ელემენტებით ܥ =ܣܤ,										݅ = 1,2… ,݉
ୀଵ 										݇ = 1,2, … ,݉ᇱ. 
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იმ שემთხვევაשი, როდესაც ݉ = ݉′ = 1, ვღებულობთ 1 × 1 მატრიცას, ე.ი. 

რიცხვს. ეს ის שემთხვევაა, როდესაც მატრიცა-სტრიქონი მარცხნიდან მრავლდება 

მატრიცა-სვეტზე.  

განვმარტოთ ერთეულოვანი ݊ × ݊	 მატრიცა: 

[I] ≡ I× = 1 0 ⋯ 00 1 ⋯ 0⋮0 ⋮0 ⋯ ⋮⋯ 1	. 
ამ მატრიცის ელემენტებია [I] =  .ߜ

ორინდექსიან სიდიდეების ერთობლიობას ߜ ეწოდება კრონეკერის ߜ-

სიმბოლო  [I] = ߜ = ߜ = ൜1 ݅ = ݆0 ݅ ≠ ݆.  
კრონეკერის სიმბოლო სიმეტრიულია ინდექსების გადასმის მიმართ: ߜ =  .ߜ
 :ეიძლება, განიმარტოს ანტისიმეტრიული ობიექტიცש

݊-ინდექსიანი სრულიად ანტისიმეტრიული სიმბოლო ߝభమ⋯ 

წარმოადგენს სიდიდეს, რომელიც იცვლის ნიשანს ნებისმიერი ორი ინდექ-

სის გადასმისას ߝ⋯⋯⋯ =  ⋯⋯⋯ߝ−

თუ რომელიმე ორი ინდექსი ერთმანეთს ემთხვევა, მაשინ ߝ⋯⋯⋯ = 0. 

მიღებულია, რომ ߝଵଶ⋯ = +1. 

მაგალითად, როდესაც ݊ = ଵଶߝ 2 = ଶଵߝ− = ଵଵߝ						;1 = ଶଶߝ = 0. 

ანალოგიურად, სამინდექსიანი ანტისიმეტრიული სიმბოლოს ნულისაგან გან-

სხვავებული კომპონენტებია ߝଵଶଷ = ଶଷଵߝ = ଷଵଶߝ = ଵଶଷߝ 1+ = ଵଷଶߝ = ଶଵଷߝ = −1. 
ამ ობიექტს ასევე ლევი-ჩივიტას ߝ-სიმბოლოს უწოდებენ.  
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-ეიძლება განიმარტოს კვადრატული მატש სიმბოლოების დახმარებით-ߝ და -ߜ
რიცების ორი მნიשვნელოვანი მახასიათებელი: 
1. მატრიცის კვალი (დიაგონალური ელემენტების ჯამი) 

A	ݎܶ =  ܣ
,ୀଵ ߜ =ܣ

ୀଵ 	; 
2. მატრიცის დეტერმინანტი 

det A = ⋯ భమ⋯ߝ
ୀଵ


మୀଵ


భୀଵ ଶమܣଵభܣ  .	ܣ⋯

ამ გამოსახულებებשი გათვალისწინებულია განმეორებადი ინდექსების წყვი-
ლებით დაჯამების ოპერაციების ჩატარება. ამ ოპერაციებთან დაკავשირებით გა-
მოიყენება שემდეგი ორი שეთანხმება:  

• მოცემულ წევრשი ინდექსების განმეორებადი წყვილის არსებობა ავ-

ტომატურად გულისხმობს ამ ინდექსით დაჯამებას 1-დან ݊-მდე, რის 

გამოც ჯამის ნიשანი Σ שეიძლება მოიხსნას. განმეორებად ინდექსებს 
მუნჯ ინდექსებსაც უწოდებენ. დაשვებულია მუნჯი ინდექსის ჩანაც-
ვლება სხვა მუნჯი ინდექსით, რაც არ ცვლის მათემატიკური გამოსა-
ხულების שინაარსს. მუნჯი ინდექსებით დაჯამებას ასევე ინდექსების 
 ;ეკვეცას უწოდებენש

• ინდექსებს, რომლებითაც დაჯამება არ ხდება, ეწოდება თავისუფალი 
ინდექსები და მათი ჩანაცვლება განსხვავებული ინდექსით არ არის 
დაשვებული. 

გადავწეროთ კვალისა და დეტერმინანტის გამოსახულებები ამ წესების გამო-
ყენებით: ܶݎ	A = ܣ ,											det A = ଶమܣଵభܣభమ⋯ߝ  . ܣ⋯

მატრიცული ნამრავლისათვის [C] = [A][B] გვექნება ܥ = ܤܣ =  .ܤܣ

აქ ݆ მუნჯი ინდექსია. მუნჯი ინდექსების  გარდა, მოყვანილ გამოსახულებაשი 

გვაქვს ორი თავისუფალი ინდექსი: ݅ და ݇, რომლებსაც ვერ ჩავანაცვლებთ.  

კრონეკერის ߜ-ს აქვს ე.წ. ფილტრაციის თვისება: ߜݑ = ܣߜ ݑ = ܣߜ ܣ = ߜ ܣ = 3 
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სამინდექსიანი ߝ-სიმბოლო שეიძლება გამოისახოს კრონეკერის ߜ-ისაგან שედ-
გენილი მატრიცის დეტერმინანტის დახმარებით: 

ߝ = ቮߜଵ ଶߜ ଵߜଷߜ ଶߜ ଵߜଷߜ ଶߜ ଵଶଷߝ												,	ଷቮߜ = +1	. 
რომელიმე ორი ინდექსის ტოლობისას ეს დეტერმინანტი ნულდება და მეზო-

ბელი სტრიქონების გადასმისას იცვლის ნიשანს. 
ახლა განვიხილოთ 6-ინდექსიანი გამოსახულება  

ܺ = ቮߜ ߜ ߜߜ ߜ ߜߜ ߜ  .	ቮߜ
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ: 

• ܺ = 0, თუ (݉, ݊, ݈) ან (݅, ݆, ݇) ინდექსებს שორის არის თანმხვედრი 
ინდექსები; 

• ܺ = 1, თუ (݉, ݊, ݈) = (݅, ݆, ݇) = (1,2,3); 
• ܺ იცვლის ნიשანს მეზობელი (݉, ݊, ݈) ან (݅, ݆, ݇	) ინდექსების გადასმისას. 

აქედან שეგვიძლია დავასკვნათ, რომ   ܺ =  .	ߝߝ
გავატოლოთ ݈ და ݇ ინდექსები და დავაჯამოთ ინდექსებით: 

ߝߝ = ቮߜ ߜ ߜߜ ߜ ߜߜ ߜ ቮߜ = ߜ൫3ߜ − ൯ߜ − ߜ൫3ߜ − ൯ߜ + 

ߜߜ൫ߜ+ − ൯ߜߜ = ߜߜ −  .ߜߜ
სამართლიანია שემდეგი ტოლობები:  ߝߝ = ߜߜ − ߝߝ ߜߜ = ߜߜ − ߜߜ = ߜ3 − ߜ = ߝߝ ߜ2 = 6. 
მოცემული ݊ × ݊ მატრიცის שებრუნებული მატრიცა განიმარტება ტოლობით MMିଵ = MିଵM = ॴ. 
 :ებრუნებული მატრიცის გამოსათვლელად  გამოიყენებაש

[Mିଵ] = 1detM (−1)ା detൣM෩(݆, ݅)൧, 
სადაც M෩(݆, ݅) არის (݊ − 1) × (݊ − 1) მატრიცა, რომელიც მიიღება საწყისი M	 მატრიცის ݆-ური სტრიქონისა  და ݅-ური სვეტის ამოשლით. M მატრიცის ტრანსპონირებული მატრიცა M ≡ M෩  განიმარტება ტოლობით M෩ = M	. 
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§1.4. მატრიცები (ძირითადი განმარტებები) 

1. მატრიცას ეწოდება სიმეტრიული, თუ ტრანსპონირებისას მატრიცა არ 
იცვლება: A ≡ A෩ = A						i. e.					ܣ =  .ܣ

2. მატრიცას ეწოდება ანტისიმეტრიული, თუ ტრანსპონირებისას მას ნი-
ანი ეცვლება: Aש = −A													i. e.					ܣ =  .		ܣ−

3. მატრიცას ეწოდება ორთოგონალური, თუ Aିଵ = A	. 
4. მატრიცების ნამრავლის დეტერმინანტი ტოლია თანამამრავლი მატრი-

ცების დეტერმინანტის ნამრავლისა: det(AB) = det A det B. 
5. მატრიცების ნამრავლი საზოგადოდ არ არის კომუტაციური:  AB ≠ BA. 
6. მატრიცების ნამრავლი ასოციაციურია: (AB)C = A(BC). 
7. არსებობს ერთეულოვანი მატრიცა I ელემენტებით [I] =  ,ისეთი	ߜ

რომ 					IA = AI,						∀	A. 
8. თუ det A ≠ 0, მაשინ არსებობს ერთადერთი მატრიცა Aିଵ,	 ისეთი, რომ ∀	A AAିଵ = AିଵA = I,					∀	A. 

9. არსებობს ნულოვანი მატრიცა 0, ისეთი, რომ მისი ყველა ელემენტი 
ნულის ტოლია: [0] ≡ 0 A0 = 0A = 0. 

10. დიაგონალური მატრიცები ერთმანეთთან კომუტირებენ: [D] = [D′]			,ߜܦ =  [DD′]ߜ′ܦ = ൫ܦܦ′൯ߜ. 
ბოლო გამოსახულებაשი ხაზგასმული ინდექსებით დაჯამება არ იგუ-

ლისხმება. 

11. მატრიცის კვალი არის მისი დიაგონალური ელემენტების ჯამი: ܶݎ	A =  .ܣ
მატრიცების ნამრავლის კვალი არ იცვლება თანამამრავლთა ციკილუ-

რი გადანაცვლებისას:  ܶݎ AB = ݎܶ BA ܶݎ ABC = ݎܶ Bܣܥ = ݎܶ BCA. 
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12. A მატრიცის მსგავსების გარდაქმნა გადაუგვარებელი მატრიცით S 
ეწოდება ოპერაციას A → Aᇱ = SିଵAS. 
მსგავსების გარდაქმნა არ ცვლის მატრიცის დეტერმინანტსა და კვალს det A =det Aᇱ												 A	ݎܶ =  .′A	ݎܶ

13. მატრიცული განტოლება AB = C 

სამართლიანია მსგავსების გარდაქმნით მიღებული მატრიცებისათვისაც A′B′ = C′ Aᇱ = SିଵAS						Bᇱ = SିଵBS								Cᇱ = SିଵCS. 
14. მატრიცების პირდაპირი ნამრავლი  C = A⊗ B 

წარმოადგენს მატრიცას ინდექსების ორი წყვილით [C], = [A][B]					. 
ასეთი მატრიცების გამრავლებისას გვექნება (A⊗ B)(A′ ⊗ B′) = AA′ ⊗ BB′. 
ორი დიაგონალური მატრიცის პირდაპირი ნამრავლი დიაგონალურია. 
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ლექცია 2  

§2.1. ვექტორების სკალარული ნამრავლი 

კოორდინატული ორტები (ࢋଵ, ,ଶࢋ ଷ) ჩვენ წარმოვადგინეთ 3ࢋ × 1 სვეტების 
დახმარებით:  

[ଵࢋ] = 100൩														[ࢋଶ] = 010൩										[ࢋଷ] = 001൩. 
ემოვიღოთ ამ მატრიცების ტრანსპონირებული 1ש × 3 მატრიცები: [ࢋଵ]் = ்[ଶࢋ]									[0			0			1] = ்[ଷࢋ]									[0			1			0] = [0			0			1]. 
როგორც ვიცით, სტრიქონის ნამრავლი სვეტზე გვაძლევს რიცხვს. ორტების 

൧ࢋൣ்[ࢋ] :ი მივიღებთשემთხვევაש ესაბამისი მატრიცებისש =  .ߜ
ორი ორტის სკალარული ნამრავლი განიმარტება, როგორც שესაბამისი 

მატრიცა-სტრიქონის ნამრავლი მატრიცა-სვეტზე:  〈ࢋ, 〈ࢋ = ൧ࢋൣ்[ࢋ] = ࢛ . ߜ = ࢜ და [ࢋ]ݑ = -ვექტორების სკალარული ნამრავლი არის რი [ࢋ]ݒ
ცხვი 〈࢛, 〈࢜ = [࢜]்[࢛] = 	ଵݑ] 	ଶݑ [ଷݑ ݒଵݒଶݒଷ൩ = ଵݒଵݑ + ଶݒଶݑ + ଷݒଷݑ . 
სკალარული ნამრავლის აღსანიשნავად გამოიყენება ასევე აღნიשვნები 〈࢛, 〈࢜ ≡ ,࢛) (࢜ ≡ ࢛	 ∙  					.	࢜
სკალარულ ნამრავლს აქვს שემდეგი თვისებები: 

1. სკალარული ნამრავლი კომუტაციურია 〈࢛, 〈࢜ = ,࢜〉  ;〈࢛
2. სკალარული ნამრავლი დისტრიბუციულია  〈࢛ߙ + 〈࢝,࢜ߚ = 〈࢝,࢛〉ߙ +  〈࢝,࢜〉ߚ
,ߙ) ,ߚ .. ნამდვილი რიცხვებია); 

3. არანულოვანი ვექტორების  სკალარული ნამრავლი დადებითად  არის 
განსაზღვრული 〈࢛, 〈࢛ > 0					თუ  ࢛ ≠ ; 

4. ვექტორის სიგრძე (მოდული) განიმარტება, როგორც დადებითი რიცხვი |࢜| = ඥ〈࢜,  .〈࢜
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უნდა აღინიשნოს, რომ ჩვენ განვიხილავთ არა მარტო სივრცის წერტილების 
რადიუს-ვექტორებს ࢞, ,࢟ ,ࢠ ,࢛ .࢝,࢜ .., არამედ სივრცეשი არსებულ ყველა שესაძლო 
ისარს (მიმართულ მონაკვეთს), რომელთა სათავე არ ემთხვევა კოორდინატთა 
სათავეს ܱ. თუ ჩავთვლით, რომ ეს ვექტორები წარმოადგენენ თავისუფალ ვექტო-
რებს, ყოველთვის שესაძლებელია მათი პარალელური გადატანა კოორდინატთა 
სისტემის სათავეשი. 

 

ნახაზზე გამოსახულია რადიუს ვექტორი და მისი ეკვივალენტური ორი ვექ-
ტორი.  

 ე აღარ განვასხვავებთ ვექტორსა და მისשი საჭიროების გარეשემდგომש
მატრიცულ წარმოდგენას და ვექტორისათვის გამოვიყენებთ ჩაწერას 

࢜ = ݒଵݒଶݒଷ൩	. 
§2.2. ბაზისისა და კოორდინატების ორთოგონალური გარდაქმნები 

განვიხილოთ ისეთი კოორდინატული სისტემები, რომლებსაც აქვთ საერთო 
სათავე ܱ და ერთმანეთს უკავשირდებიან მობრუნების ოპერაციებით.  

დაუשვათ, რომ გვაქვს საერთო სათავის მქონე ორი ორთოგონალური რეპერი ሼܱ; ,ଵࢋ ,ଶࢋ ;ଷ} და ሼܱࢋ ,ଵ′ࢋ ,ଶ′ࢋ ,ࢋ〉 .ଷ}, ე.ი′ࢋ 〈ࢋ = ,′ࢋ〉 〈′ࢋ =  .ߜ
გამოვსახოთ ახალი ორტები ძველი ორტების დახმარებით: ࢋᇱଵ = ܴଵଵࢋଵ + ܴଵଶࢋଶ + ܴଵଷࢋଷ ࢋ′ଶ = ܴଶଵࢋଵ + ܴଶଶࢋଶ + ܴଶଷࢋଷ            ࢋ′ଷ = ܴଷଵࢋଵ + ܴଷଶࢋଶ + ܴଷଷࢋଷ. 
მოსახერხებელია ინდექსური აღნიשვნების გამოყენება ࢋ′ = ܴࢋ. 
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გაשლის კოეფიციენტები წარმოადგენენ სკალარულ ნამრავლებს 

  ܴ = ,′ࢋ〉 ,݅)					,〈ࢋ ݉ = 1,2,3). 
ანალოგიურად, ძველი ორტები שეიძლება გამოვსახოთ ახალი ორტების მეש-

ვეობით  ࢋ = ܴ′ࢋ′, 
სადაც 

                ܴ′ = ,ࢋ〉 〈′ࢋ = ,′ࢋ〉 〈ࢋ = ܴ.                       
ამგვარად, მატრიცები R = [ܴ] და Rᇱ = ൣܴ′൧ წარმოადგენენ კვადრატულ 3 × 3 
ურთიერთტრანსპონირებულ მატრიცებს Rᇱ = R். 

გარდა ამისა, ეს ორი მატრიცა ურთიერთשებრუნებულია: Rᇱ = Rିଵ. 
მართლაც, ვინაიდან ࢋ = ܴࢋᇱ = ܴܴᇱࢋ	, 

სამართლიანი უნდა იყოს ტოლობები: ܴܴᇱ = ܴ ܴ =  .	ߜ
მაשასადამე, R	R = I. 
როგორც უკვე აღინიשნა, ასეთ მატრიცებს ორთოგონალური მატრიცები ეწო-

დებათ. 
კოორდინატული ორტების გარდაქმნისას თვით ݔ-წერტილის მდებარეობა და, 

-რჩება უცვლელი. გამოვსახოთ ეს რადიუს ࢞ ესაბამისად,  რადიუს-ვექტორიש
ვექტორი ორივე კოორდინატულ ბაზისשი ࢞ = ࢋݔ =  ,′ࢋ′ݔ
სადაც კოორდინატები ݔ = ࢞ ∙ ′ݔ								,ࢋ = ࢞ ∙  .′ࢋ

ამ ბოლო ფორმულებიდან שეგვიძლია დავასკვნათ, რომ ორტების წრფივი 
გარდაქმნისას  კოორდინატები გარდაიქმნება שემდეგი წესის მიხედვით: ݔ′ = ,࢞〉 〈′ࢋ = ,࢞〉 ܴࢋ〉 = ܴݔ. 

ბოლო თანაფარდობიდან გამომდინარეობს, რომ ܴݔ′ = ܴܴݔ = ݔߜ =  .ݔ
დეკარტეს კოორდინატების ორთოგონალური გარდაქმნის მატრიცები 

ეწოდებათ ისეთ მატრიცებს, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს: R R = I  det R = ±1. 



 23

სამართლიანია საბაზისო ვექტორებისა და ݔ-წერტილის კოორდინატე-
ბის გარდაქმნის שემდეგი წესები:   ࢋ′ = ܴࢋ;					ݔ′ = ܴݔ						 
და ࢋ = ܴࢋ′;	 ݔ = ܴݔ′ . 

გარდაქმნის დეტერმინანტის სიდიდე გამომდინარეობს ტოლობიდან ݀݁ݐRdet R் =1. 

ორთოგონალურ გარდაქმნებს დადებითი დეტერმინანტით ეწოდებათ 
საკუთრივი ბრუნვები.  

არსებითია, რომ სკალარული ნამრავლი არ არის დამოკიდებული კოორდინა-
ტთა სისტემის არჩევაზე:  ࢞ ∙ ࢟ = ݕݔ =  .ᇱݕᇱݔ

რადგანაც გარდაქმნის კოეფიციენტები ܴ მუდმივებია (არ არიან დამოკიდე-
ბული კოორდინატებზე), დეკარტული კოორდინატების წრფივი ორთოგონალური 
გარდაქმნის ფორმულები שეიძლება ჩაიწეროს שემდეგი სახით: 							ݔ′ = ݔᇱ߲ݔ߲ ݔ						ݔ = ′ݔ߲ݔ߲  .	′ݔ

კოორდინატების ორთოგონალური გარდაქმნებისას გვექნება ტოლობები ܴ = ݔᇱ߲ݔ߲ = ′ݔ߲ݔ߲ . 
ახლა שეგვიძლია მივიღოთ ვექტორის ზოგადი განმარტება:  3ܦ ევკლიდურ სივრცეשი ვექტორი ეწოდება ისეთ სამკომპონენტიან სიდი-
დეს ࢂ( ଵܸ, ଶܸ, ଷܸ), რომლის მდგენელები ბაზისის ორთოგონალური გარდაქ-
მნებისას იცვლებიან שემდეგი წესის თანახმად: 

ܸ → ܸ′ = ݔᇱ߲ݔ߲ ܸ . 
ეს განმარტება שეიძლება ჩაიწეროს სიმბოლური სახითაც: ℬ → ℬᇱ:								[ࢂ]ℬ → ℬᇲ[ࢂ] = R[ࢂ]ℬ. 
ჩვენ ვიხილავთ ბაზისის გარდაქმნებს და ვაკვირდებით, თუ როგორ იცვლება 

ამ დროს მოცემული ܲ წერტილის კოორდინატები. ასეთი ტიპის გარდაქმნებს პა-
სიური გარდაქმნები ეწოდება.  

ამასთან ერთად სივრცეשი שეიძლება განხორციელდეს გარდაქმნები, რომლე-
ბიც ერთმანეთს უკავשირებენ ორი განსხვავებული, მაგალითად, ܲ და ܲ′ წერტი-
ლების, კოორდინატებს: ݔ(ܲ) →  .(′ܲ)ݔ
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ასეთ გარდაქმნებს აქტიური გარდაქმნები ეწოდება. ნახაზზე გამოსახულია 
პასიური (a) და აქტიური (b) ტიპის გარდაქმნები 2ܦ სივრცის שემთხვევაשი: 

 

§2.3. ვექტორების ზოგადი განმარტება 

ჩვენ ვექტორი განვმარტეთ, როგორც სამკომპონენტიანი ობიექტი, რომელიც 
კოორდინატთა სისტემის ცვლილებისას ემორჩილება გარდაქმნის მკაცრად განსა-
ზღვრულ წესს. ამასთანავე, ვექტორი שეიძლება დამოკიდებული იყოს სივრცის 
წერტილის კოორდინატებზე. ასეთი ვექტორები ქმნიან ე.წ. ვექტორულ ველებს. 
ჩავწეროთ ერთი და იგივე ვექტორი ორ განსხვავებულ ბაზისשი  (ݔ)ࢂ = ܸ(ݔଵ, ,ଶݔ ࢋ(ଷݔ = ܸ′(ݔ′ଵ, ,ଶ′ݔ  ,′ࢋ(ଷ′ݔ
სადაც ࢋ′ = ݔᇱ߲ݔ߲  .	ࢋ

ამრიგად, ჩვენ שეგვიძლია დავადგინოთ 

ვექტორული ველის გარდაქმნის ზოგადი სახე ܸ′(ݔ′ଵ, ,ଶ′ݔ (ଷ′ݔ = ݔᇱ߲ݔ߲ ܸ(ݔଵ, ,ଶݔ (ଷݔ . 
როგორც ვიცით, სივრცეשი ასევე განმარტებულია სკალარული ველები.  

სკალარი ეწოდება ისეთ ერთკომპონენტიან სიდიდეს (ფუნქციას), რომ-
ლის გარდაქმნის კანონი განისაზღვრება წესით: ݂(ݔଵ, ,ଶݔ (ଷݔ = ,ଵ′ݔ)′݂ ,ଶ′ݔ  .(ଷ′ݔ
ბოლო განსაზღვრების გეომეტრიული שინაარსი მდგომარეობს שემდეგשი: სივ-

რცის მოცემულ წერტილשი ݂(ݔ) ფუნქციის მნიשვნელობა არ არის დამოკიდებული 
კოორდინატთა სისტემის არჩევაზე. ასეთ სიდიდეებს აგრეთვე ინვარიანტებს უწო-
დებენ. 
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განვსაზღვროთ სკალარული ფუნქციის წარმოებულის გარდაქმნის წესი. ამი-
სათვის გამოვთვალოთ სიდიდე ߲߲ݔ′ 	݂ᇱ൫௫ᇲభ,௫ᇲమ,௫ᇲయ൯ = ᇱݔ߲ݔ߲ ݔ߲߲ ,ଵݔ)݂	 ,ଶݔ  .(ଷݔ

ერთი שეხედვით, ეს ფორმულა გვაძლევს გარდაქმნის განსხვავებულ წესს, 
მაგრამ ვინაიდან დეკარტულ კოორდინატთა სისტემაשი სრულდება ტოლობა ߲ݔ߲ݔ′ =  ,	ݔ߲′ݔ߲
 ეგვიძლია დავასკვნათ, რომש

დეკარტულ სისტემაשი ფუნქციის კერძო წარმოებულებისათვის სამართ-
ლიანია გარდაქმნის წესი ߲߲ݔ′ ݂ᇱ(ݔᇱଵ, ,ᇱଶݔ (ᇱଷݔ = ݔᇱ߲ݔ߲ ݔ߲߲ ,ଵݔ)݂ ,ଶݔ (ଷݔ . 

§2.4. დეკარტული ტენზორები  

დეკარტულ კოორდინატთა ორთოგონალური გარდაქმნებისას ჩვენ განვმარ-
ტეთ სკალარული და ვექტორული ველების გარდაქმნების წესები:  ݂(ݔ) → (′ݔ)′݂ 	=  (ݔ)݂

ܸ(ݔ) → ܸ′(ݔ′) = ݔᇱ߲ݔ߲ ܸ(ݔ). 
როგორც აღინიשნა, დეკარტულ კოორდინატულ სისტემებשი სკალარული 

ფუნქციის კერძო წარმოებულები გარდაიქმნებიან ისევე, როგორც ვექტორის 
მდგენელები: ߲݂ᇱ߲ݔ′ 	= ݔ߲′ݔ߲  .		ݔ߲݂߲

ამგვარად, სკალარული ფუნქციის გაწარმოების დახმარებით ვღებუ-
ლობთ ვექტორს, რომელსაც ფუნქციის გრადიენტი ეწოდება: 

݀ܽݎ݃ (ݔ)݂ = ଵࢋ ଵݔ߲݂߲ + ଶࢋ ଶݔ߲݂߲ + ଷࢋ ଷݔ߲݂߲ . 
ისმის კითხვა, რა ტიპის სიდიდე მიიღება (ݔ) ვექტორის კომპონენტების გა-

წარმოებით. ასეთი წარმოებულები ქმნიან 3 × 3=9 ელემენტისაგან שემდგარ ერ-
თობლიობას:  ߲ܣ߲ݔ 										݅, ݇ = 1,2,3	. 
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დავადგინოთ ამ ობიექტის გარდაქმნის კანონი. კოორდინატთა გარდაქმნა ჩა-
ვწეროთ დიფერენციალებისა და კერძო წარმოებულების ტერმინებით: ݀ݔ → ′ݔ݀ = ݔ߲′ݔ߲ 								;ݔ݀ ݔ߲߲ → ′ݔ߲߲ = ′ݔ߲ݔ߲  .	ݔ߲߲

განმარტების ძალით ვექტორი გარდაიქმნება ისევე, როგორც დიფერენცი-
ალები 					ܣ(ݔ) → (′ݔ)′ܣ = ݔᇱ߲ݔ߲  .	(ݔ)ܣ

ყოველივე ამის გათვალისწინებით, გვექნება: ߲ܣ(ݔ)߲ݔ → ′ݔ߲(ᇱݔ)ᇱܣ߲ = ′ݔ߲ݔ߲ ݔ߲߲ ൭߲ݔᇱ߲ݔ ൱(ݔ)ܣ = ′ݔ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ ݔ߲(ݔ)ܣ߲ + ′ݔ߲ݔ߲ ߲ଶݔ′߲ݔ߲  .	(ݔ)ܣ
ვინაიდან ჩვენ ვიხილავთ კოორდინატების წრფივ გარდაქმნებს, მეორე שესაკ-

რებשი ߲ଶݔ′߲ݔ߲ = 0	. 
გარდა ამისა, ვიცით, რომ წრფივი ორთოგონალური გარდაქმნებისას სრულ-

დება ტოლობები ߲ݔ߲ݔ′ =  .	ݔᇱ߲ݔ߲
ამგვარად, ვღებულობთ ორინდექსიანი სიდიდის გარდაქმნის კანონს: ߲ܣ(ݔ)߲ݔ → ′ݔ߲(ᇱݔ)ᇱܣ߲ = ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ ݔ߲(ݔ)ܣ߲ 	. 

მეორე რანგის ტენზორული ველი არის ორინდექსიან სიდიდეთა ერ-
თობლიობა, რომელიც კოორდინატთა სისტემის წრფივი ორთოგონალური 
გარდაქმნებისას იცვლება שემდეგი წესით: 

ܶ(ݔ) → ܶᇱ(ݔᇱ) = ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ ܶ(ݔ) . 
კრონეკერის სიმბოლო წარმოადგენს მეორე რანგის ინვარიანტულ რიცხვით 

სიმეტრიული ტენზორს  ߜ → ′ߜ = ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ ߜ = ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ = ݔᇱ߲ݔ߲ ′ݔ߲ݔ߲ =  .	ߜ
სამინდექსიანი ߝ-სიმბოლო არის მესამე რანგის ინვარიანტული ტენზორი. 

ორთოგონალური გარდაქმნებისას ߝ	 → 	 ᇱߝ = ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ 	ߝ = det ߲ݔᇱ߲ݔ ൨  .		ߝ
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ტენზორს, რომლის გარდაქმნის წესשი, როგორც თანამამრავლი, მონაწილე-
ობს გარდაქმნის მატრიცის დეტერმინანტი det ߲ݔᇱ߲ݔ ൨ = ±1	, 
ეწოდება ფსევდოტენზორი. ამგვარად, ლევი-ჩივიტას სიმბოლო წარმოადგენს მე-
სამე რანგის რიცხვით ფსევდოტენზორს.   

ანალოგიურად განიმარტება უფრო მაღალი რანგის ტენზორები: 

ამბობენ, რომ 3ܦ ევკლიდურ სივრცეשი გვაქვს ݎ რანგის ტენზორი, თუ 

ყოველ კოორდინატულ სისტემაשი მოცემულია 3 რაოდენობის კომპონენ-

ტები ܶభమ⋯ೝ(ݔ), ისე რომ, კოორდინატთა სისტემის ორთოგონალური გარ-

დაქმნებისას ეს კომპონენტები  გარდაიქმნებიან שემდეგი წესის თანახმად: 

ܶభమ⋯ೝ(ݔ) → ܶᇱభమ⋯ೝ(ݔᇱ) = భݔభᇱ߲ݔ߲
మݔమᇱ߲ݔ߲ ⋯ ೝݔೝᇱ߲ݔ߲ ܶభమ⋯ೝ(ݔ)	. 

თითოეულ ინდექსს שეუძლია. მიიღოს მნიשვნელობები 1,2,3. 

§2.5. ტენზორული ალგებრა 

• ორი ერთნაირი რანგის ტენზორის ჯამი წარმოადგენს იმავე რანგის 
ტენზორს ܣభమ⋯ೝ(ݔ) + (ݔ)భమ⋯ೝܤ =  .(ݔ)భమ⋯ೝܥ

• ტენზორის გამრავლება სკალარზე არ ცვლის ტენზორის რანგს  ݂(ݔ)ܣభమ⋯ೝ(ݔ) =  .(ݔ)భమ⋯ೝܤ
• ინდექსების שეკვეცისას ტენზორის რანგი მცირდება ორით ܣయ⋯ೝ(ݔ) =  .(ݔ)య⋯ೝܦ
  რანგის ორი ტენზორის გადამრავლებით მიღებულ ݍ და  • +  ݍ

რანგის ტენზორს ეწოდება ტენზორების გარე ნამრავლი ܥభమ⋯భమ⋯ =  .భమ⋯ܤభమ⋯ܣ
ამასთან, ნამრავლשი שენარჩუნებული უნდა იყოს თანამამრავლი ტენ-

ზორების ინდექსების თანამიმდევრობა. 

• ინდექსების שეკვეცით გარე ნამრავლიდან მიიღება  + ݍ − 2 რანგის 
ტენზორი, რომელსაც שიდა ნამრავლი ეწოდება:  ܥ =  .ܤܣ

• ტენზორს ეწოდება სიმეტრიული ტენზორი, თუ 
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ܵ = ܵ 
და ანტისიმეტრიული, თუ ܣ =  .ܣ−

§2.6. ვექტორული ნამრავლი 

დაუשვათ, რომ მოცემული გვაქვს ორი 3-ვექტორი ܣ და ܤ. განვიხილოთ მა-

თი ნამრავლები ܣܤ. ߜ და ߝ სიმბოლოების  გამოყენებით שეგვიძლია שევკვეცოთ 
ეს ნამრავლები, რის שედეგადაც მივიღებთ: 

• უინდექსო სიდიდეს (სკალარულ ნამრავლს) ߜܣܤ =  ;ܤܣ
• ერთინდექსიან სიდიდეს კომპონენტებით ܥ =  .ܤܣߝ

ბაზისის ორთოგონალური გარდაქმნისას სკალარული ნამრავლი უცვლელი 
რჩება  ܣܤ → ′ܤ′ܣ = ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ ܤܣ = ܤܣߜ =  .	ܤܣ

დავადგინოთ, თუ როგორ გარდაიქმნება ერთინდექსიანი სიდიდე. ܥ′ = ′ܤ′ܣߝ = ߝ ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲  ܤܣ

გამოვიყენოთ ჩასმები ߝ = ߜߝ = ߝ ݔᇱ߲ݔ߲  ݔᇱ߲ݔ߲

და ߝ ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ = det ߲ݔᇱ߲ݔ ൨  .	ߝ
მივიღებთ: ܥ′ = det ߲ݔᇱ߲ݔ ൨ ݔᇱ߲ݔ߲ ܤܣߝ = det ߲ݔᇱ߲ݔ ൨ ݔᇱ߲ݔ߲  .	ܥ

 ვექტორების ვექტორული ნამრავლი  და 
  =  ×  

არის ფსევდოვექტორი კომპონენტებით ܥ =  .ܤܣߝ
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ნამდვილ ვექტორებს ასევე უწოდებენ პოლარულ ვექტორებსაც, ხოლო ფსევ-
დოვექტორებს – აქსიალურ ვექტორებსაც. 

საბაზისო ორტების ვექტორული ნამრავლებისათვის სამართლიანია 
გამრავლების ტაბულა ࢋ × ࢋ = ࢋ ࢋ	ߝ = ଵଶ ࢋߝ ×  .ࢋ
ამ ოპერაციის გამოყენებით ორ ვექტორს שეიძლება שევუსაბამოთ მესამე ვექ-

ტორი, რომელიც ორივე თანამამრავლი ვექტორის მართობია. ეს ნამრავლი ანტი-
სიმეტრიულია: ࢋଵ × ଶࢋ = ଶࢋ− × ଶࢋ ଵࢋ × ଷࢋ = ଷࢋ− × ଷࢋ ଶࢋ × ଵࢋ = ଵࢋ− ×  .ଷࢋ

ვექტორის ვექტორული ნამრავლი თავის თავზე ნულოვანი ვექტორის ტოლია. 
ვექტორულ ნამრავლს ასევე ირიბ ნამრავლსაც უწოდებენ. 

ინდექსური აღნიשვნების გამოყენებით שეგვიძლია שევამოწმოთ שემდეგი  ვექ-
ტორული იგივეობების სისწორე: 

 .1 ∙ ) × ( =  ∙ ) × ( −  ∙ ) ×  ;(
 .2 × ) × ( = ) ∙ ( − ) ∙  ;(
) .3 × ( ∙ ) × (ࡰ = ) ∙ )( ∙ (ࡰ − ) ∙ )(ࡰ ∙  ;(
) .4 × ( × ) × (ࡰ = ࡰ] ∙ ) × [( ∙  − ] ∙ ) × [( ∙  .ࡰ
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ლექცია 3 

§3.1. ვექტორების გაწარმოება                                 

სივრცეשი მოძრავი მატერიალური წერტილის აღსაწერად שეიძლება გამოვიყე-
ნოთ დროზე დამოკიდებული რადიუს-ვექტორი (ݐ)࢘. ამ და მომდევნო პარაგრა-
ფებשი ჩვენ ვიხმართ კოორდინატულ სისტემას ሼܱ;  .{ݖݕݔ

რადიუს-ვექტორისათვის გვექნება გაשლა (ݐ)࢘ = (ݐ)࢘ = ௫ࢋ(ݐ)ݔ + ௬ࢋ(ݐ)ݕ +  .௭ࢋ(ݐ)ݖ
აქ იგულისხმება, რომ მდებარეობის ვექტორის კოორდინატები წარმოადგენენ 

დროზე დამოკიდებული სიდიდეებს.  
დროის მცირე ∆ݐ ინტერვალשი წერტილის გადაადგილების ვექტორი არის 

სხვაობა ∆࢘ = ݐ)࢘ + (ݐ∆ −  .(ݐ)࢘
მატერიალური წერტილის სიჩქარე განისაზღვრება წარმოებულით ࢜ = ሶ࢘ ≡ ݐ݀࢘݀ = lim∆࢘→∆ݐ∆࢘	. 

 

სიჩქარისა  და აჩქრების ვექტორებისათვის სამართლიანია გაשლები (ݐ)࢜ = ݐ݀࢘݀ = ௫ࢋ(ݐ)ሶݔ + ௬ࢋ(ݐ)ሶݕ + (ݐ)ࢇ ௭ࢋ(ݐ)ሶݖ = ݐ݀࢜݀ = ௫ࢋ(ݐ)ሷݔ + ௬ࢋ(ݐ)ሷݕ +  .	௭ࢋ(ݐ)ሷݖ
აქ გათვალისწინებულია, რომ ࢋሶ ௫ = ሶࢋ ௬ = ሶࢋ ௭ = . 

ადვილი שესამოწმებელია,  რომ დროზე დამოკიდებული  ვექტორების გაწარ-
მოება ემორჩილება שემდეგ მარტივ წესებს: 
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1.		 ݐ݀݀ ) + ( = ݐ݀݀ + ݐ݀݀ ; 
2.		 ݐ݀݀ ) ∙ ( = ݐ݀݀ ∙  +  ∙ ݐ݀݀ 	; 3.		 ݐ݀݀ ) × ( = ݐ݀݀ ×  +  × ݐ݀݀ 	; 4.		 ݐ݀݀ (݂) = ݂ ݐ݀݀ + ݐ݂݀݀ 		.5 ;	 ݐ݀݀ ] ∙ ) × [( = ݐ݀݀ ∙ ) × ( +  ∙ ൬݀ݐ݀ × ൰ +  ∙ ൬ × 		.; 6	൰ݐ݀݀ ݐ݀݀ ] × ) × [( = ݐ݀݀ × ) × ( +  × ൬݀ݐ݀ × ൰ +  × ൬ ×  .	൰ݐ݀݀

§3.2. მრუდი წირები                          

დაუשვათ, რომ დროთა განმავლობაשი  რადიუს-ვექტორი (ݐ)࢘	აღწერს სივრ-

ცულ მრუდს (ݐ)࢘ :ܥ = ௫ࢋ(ݐ)ݔ + ௬ࢋ(ݐ)ݕ +  .௭ࢋ(ݐ)ݖ
აქ ݐ დროითი პარამეტრია, ხოლო (ݔ, ,ݕ  წირის წერტილების დეკარტული – (ݖ

კოორდინატები.  

ტრაექტორიის ყოველ წერტილשი სიჩქარის ვექტორი მიმართულია ܥ წირი-

სადმი მხები მიმართულებით. მრუდის პარამეტრული წარმოდგენა  ܥ-მრუდს ანი-

ჭებს ორიენტაციას: ჩავთვალოთ, რომ  ݐ-ის ზრდა שეესაბამება  მოძრაობას დადე-
ბითი მიმართულებით. ანალოგიურად, პარამეტრის კლება שეესაბამება უარყოფით 
მიმართულებას. ܥ-მრუდის სიგრძე שეიძლება განიმარტოს, როგორც ქორდებისაგან שედგენი-
ლი ტეხილი ხაზების სიგრძეთა ჯამის ზღვარი.  მცირე მონაკვეთის სიგრძე მოიცე-
მა სიდიდით 

݈݀ = ࢘݀√ ∙ ࢘݀ = ඨ݀ݐ݀࢘ ∙ ݐ݀࢘݀  .	ݐ݀
 მრუდის სიგრძე ეწოდება დადებით რიცხვს-ܥ

݈ = න݈݀
 = න ௧್ݐ݀

௧ೌ ඥ(ݐ)࢜ ∙ (ݐ)࢜ = න ௧್ݐ݀
௧ೌ |(ݐ)࢜| . 

ბოლო გამოსახულებაשი ݐ და ݐ שესაბამისად დროის საწყისი და საბოლოო 

მომენტებია: ݐ < -მივი .ݐ ევცვალოთ ინტეგრალის ზედა საზღვარი ცვლადითש .ݐ
ღებთ დროზე დამოკიდებულ სიდიდეს 
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(ݐ)ݏ = න݀ݐ′	௧
௧ೌ ඥ(′ݐ)࢜ ∙  ,	(ᇱݐ)࢜

რომელიც წარმოადგენს [ݐ,  .ი გავლილი რკალის სიგრძესשდროით ინტერვალ [ݐ
ბოლო გამოსახულების გაწარმოებით ვღებულობთ ݀ݐ݀ݏ = ඥ(ݐ)࢜ ∙  ,	(ݐ)࢜
საიდანაც გამომდინარეობს ტოლობა ൬݀ݐ݀ݏ൰ଶ = ݐ݀࢘݀ ∙  .	ݐ݀࢘݀

სიდიდეს ݀ݏ = ࢘݀√ ∙  ࢘݀

ეწოდება ܥ-მრუდის წრფივი ელემენტი. 

ვინაიდან ݏ = ݐ ებრუნებული ფუნქციაש ეიძლება განიმარტოსש ,(ݐ)ݏ =  .(ݏ)ݐ
მაשინ  ݀ݐ݀࢘ = ݏ݀࢘݀ ݐ݀ݏ݀ = ݐ݀ݏ࢛݀ ࢛											 =  						ݏ݀࢘݀
და, שესაბამისად, ൬݀ݐ݀࢘൰ଶ = ൬݀ݏ݀࢘൰ଶ ൬݀ݐ݀ݏ൰ଶ	, 
რადგანაც ადგილი აქვს ტოლობას (݀ݏ)ଶ = ࢘݀ ∙  .࢘݀

ვასკვნით, რომ  ࢛  ერთეულოვანი ვექტორია ࢛ ∙ ࢛ = 1. 

ბოლო ტოლობის გაწარმოებით მივიღებთ ݀݀ݏ ࢛) ∙ (࢛ = 0	, 
ე.ი.  ࢛ ∙ ݏ࢛݀݀ = 0						 → ࢛							 ⊥  .	ݏ࢛݀݀

გამომდინარე აქედან, ხשირად მოსახერხებელია ݐ დროითი პარამეტრის 
ნაცვლად ვიხმაროთ მრუდის სიგრძე (ݏ)࢘ :ݏ = ௫ࢋ(ݏ)ݔ + ௬ࢋ(ݏ)ݕ +  .௭ࢋ(ݏ)ݖ

ასე שერჩეულ პარამეტრს ნატურალური პარამეტრი ეწოდება. ნატურალური 
პარამეტრის שესაბამისი სიჩქარე  ࢛ =  ݏ݀࢘݀
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წარმოადგენს ერთეულოვან ვექტორს, ე.ი.  |(ݏ)࢛| = 1. ამის  שესაბამისად, მრუდის 

სიგრძე 

݈ = න ௧್	ݐ݀
௧ೌ |(ݐ)࢜| = න݀(ݏ)࢛|ݏ| = (ܾ − ܽ)

 	. 
ამგვარად, ნატურალური პარამეტრი წარმოადგენს გავლილი წირის სიგრძეს. ܥ ტრაექტორიის მახასიათებელი სიდიდეებია  სიმრუდე  

(ݏ)ߢ = ඨ݀ݏ࢛݀ ∙ ݏ࢛݀݀  

და სიჩქარის ვექტორის მართობული მთავარი ნორმალი (ݏ) = (ݏ)ߢ1 ݏ࢛݀݀ (ݏ)														 ∙ (ݏ)࢛ = 0. 
გარდა ამისა, שეიძლება שემოვიყვანოთ ერთეულოვანი ვექტორი (ݏ)࢈ = ࢛ ×  ,

რომელსაც ბინორმალი ეწოდება. ვექტორული ნამრავლის განმარტების ძალით (ݏ)࢈ ⊥ (ݏ)࢈											(ݏ)࢛ ⊥  .(ݏ)
ამგვარად, ვექტორები (࢛, , -ადგენენ მარჯვენა ორიენტაციის კოორდინა (࢈

ტულ რეპერს ࢛ ×  = ࢈     ࢈ × ࢛ =       × ࢈ =  .࢛

როგორც სასარგებლო მაგალითი, განვიხილოთ ݎ =  რადიუსის წრეწირი 	ݐݏ݊ܿ

ცენტრით კოორდინატთა სათავეשი. ამ წრეწირზე მდებარე წერტილის კოორდინა-

ტები שეიძლება გამოვსახოთ ნატურალური პარამეტრის დახმარებით (ݏ)ݔ = ݎ cos ݎݏ (ݏ)ݕ												 = ݎ sin  ,	ݎݏ
სადაც ݏ არის რკალის სიგრძე. მაשინ რადიუს-ვექტორი (ݏ)࢘ = ௫ࢋ(ݏ)ݔ + ௬ࢋ(ݏ)ݕ = ݎ௫ࢋ cos ݎݏ + ݎ௬ࢋ sin  .	ݎݏ

ახლა שეგვიძლია გამოვთვალოთ სიჩქარე (ݏ)࢛ = ݏ݀࢘݀ = ௫ࢋ− sin ݎݏ + ௬ࢋ cos  ݎݏ
და აჩქარება (ݏ)ࢇ = ݏ࢛݀݀ = ݎ1− ቀ	ࢋ௫ cos ݎݏ + ௬sinࢋ ቁݎݏ = ݎ1  ,(ݏ)

სადაც (ݏ) არის სიჩქარის ვექტორის მართობი ერთეულოვანი ნორმალი. 
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§3.3. კოორდინატული წირები და მრუდწირული კოორდინატები 

დეკარტული კოორდინატული სისტემა שეიძლება წარმოვადგინოთ კოორდი-
ნატული ბადის დახმარებით: 

 
ამ ნახაზზე ბადეს ქმნიან კოორდინატული წირები – ݔଵ და ݔଶ ღერძების 

პარალელური წრფეები. ݔଵ-ღერძის პარალელური წირი განისაზღვრება ტოლობით ݔଶ = ଵݔ ଶ-ღერძის პარალელური წირისათვის გვექნებაݔ ხოლო ,.ݐݏ݊ܿ =   .ݐݏ݊ܿ
კოორდინატული წირები წარმოადგენენ წრფეებს ࢞ = ,ଵݔ)࢞ ଶݔ = ࢞			და			(ݐݏ݊ܿ = ଵݔ)࢞ = ,ݐݏ݊ܿ ࢞ (ଶݔ = ଵࢋଵݔ +  .ଶࢋଶݔ
ერთეულოვანი ვექტორები ࢋଵ და ࢋଶ კოორდინატული წირების მხები 

ვექტორებია: ࢋଵ = ଵฬ௫మୀ௦௧ݔ߲߲࢞ 			 ଶࢋ = ଶฬ௫భୀ௦௧ݔ߲߲࢞ . 
ევკლიდურ სიბრტყეשი  ასევე שეგვიძლია განვიხილოთ მრუდწირული კოორ-

დინატების სისტემა, მაგალითად,  პოლარული კოორდინატები ݎ და ߠ. 
გადასვლა დეკარტული სისტემიდან პოლარულზე ასე ჩაიწერება: ݔଵ = ݎ cos ߠ ଶݔ					, = ݎ sin ݎ 	ߠ ≡ ଵݑ = ඥݔଶ + ߠ						,ଶݕ ≡ ଶݑ = tanିଵ  .	ݔݕ
კოორდინატული ცვლადების განმარტების არეებია, שესაბამისად: −∞ ≤ ,ݔ ݕ ≤ ݎ ∞∞+ ≥ 0,					0 ≤ ߠ <  .ߨ2

კოორდინატული წყვილები (ݎ, ,ݎ) და (ߠ ߠ +  ეესაბამება სიბრტყის ერთსაש (ߨ2݇
და იმავე წერტილს, კოორდინატთა სათავეს ܱ(ݔ = 0, ݕ = 0) კი პოლარულ სისტე-
მაשი שეიძლება שეუსაბამოთ ნებისმიერი წყვილი (ݎ = 0,  .(ߠ

 

ნახაზზე მითითებულია წერტილი ܲ და მისი პოლარული კოორდინატები. 
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ამგვარად გვაქვს გარდაქმნები (ݔଵ, (ଶݔ ↔ ,ଵݑ)  .(ଶݑ
ამ გარადაქმნების ცალსახობის დასადგენად უნდა გამოითვალოს იაკობიანი ܬ = det ൬߲ݔ߲ݑ൰ = ݎ ≥ 0	, 

რომელიც ნულდება წერტილשი ݎ = ݎ  იשესაბამისად, არეש .0 > 0,					0 ≤ ߠ <  ߨ2

პოლარული კოორდინატები ცალსახად განსაზღვრავენ სიბრტყის წერტილების 
კოორდინატებს. 

პოლარული სისტემის שემთხვევაשი კოორდინატული ორტები წარმოადგენენ 
რადიალურ სხივებისა და კონცენტრული წრეწირების მხებ ვექტორებს. 

დეკარტულ კოორდინატებשი რადიალური წირის განტოლება ასე გამოიყურება: ݔଵ = ݎ cosߴ ଶݔ			, = ݎ sin  ,ߴ
ხოლო აზიმუტალური წირი აღიწერება განტოლებით: ݔଵ = ݎ cos ଵݔ					,ߴ = ݎ sin  .ߴ

წერტილשი ܲ = ,ݎ)   ,ედეგსש ) ავაგოთ ამ წირების მხები ვექტორები. როგორცߴ
მივიღებთ პოლარული კოორდინატული სისტემის ურთიერთმართობ, თუმცა არა-
ნორმირებულ, ორტებს: 

ࢋ = ݎ߲߲࢞ = ݎଵ߲ݔ߲ ଵࢋ + ݎଶ߲ݔ߲ ଶࢋ = cosߴࢋଵ + sin ణࢋ ଶࢋߴ = ߴ߲߲࢞ = ݎ− sin ߴ ଵࢋ ݎ	+ cos ࢋ ଶࢋߴ ∙ ణࢋ = 0 		 		 |ࢋ| = 1 |ణࢋ| =  .ݎ
დეკარტული რეპერისაგან განსხვავებით, ࢋ და ࢋణ שეადგენენ ე.წ. მოძრავ 

რეპერს. ავაგოთ ბაზისები ܲ და ܳ წერტილებשი: 

 

ამგვარად,  დეკარტული კოორდინატები שეესაბამება გლობალურად განმარ-
ტებულ ბაზისს, ხოლო პოლარული კოორდინატები უკავשირდება ყოველ ცალკე-
ულ წერტილשი აგებულ ლოკალურ  რეპერს. 
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დავაზუსტოთ აღნიשვნები. გლობალური ბაზისის კოორდინატები და ორტები 
აღვნიשნოთ, როგორც ݔ, ࢋ =  .	ݔ߲߲࢞

მრუდწირული კოორდინატული სისტემის კოორდინატებისა და საბაზისო ვექ-
ტორებისათვის ვიხმაროთ აღნიשვნები ݑ,										࢛(࢘) = ݑ߲߲࢘ ࢘)													 ≡  (࢞
სიბრტყის ყოველ წერტილשი ܲ კოორდინატებით (ݔଵ, (ଶݔ ≡ ,ݔ) ,ଵݑ)~(ݕ (ଶݑ ≡ ,ݎ)  (ߠ
ჩვენ განვმარტეთ שემდეგი ორთოგონალური რეპერები: 

1. გლობალური მართკუთხა ორთონორმირებული რეპერი, რომელიც არ 
არის დამოკიდებული წერტილის კოორდინატებზე, ორტებით ࢋଵ და ࢋଶ 
და მეტიკული ტენზორით  ߜ = ࢋ ∙ ࢋ = ቀ1 00 1ቁ. 
ორ მახლობელ წერტილს שორის მანძილის კვადრატი განისაზღვრება 

კვადრატული ფორმით ݀ݏଶ = ࢞݀ ∙ ࢞݀ =  .ݔ݀ݔ݀ߜ
2. ლოკალური (წერტილის კოორდინატებზე დამოკიდებული) პოლარული 

ორთოგონალური სისტემა ორტებით  ࢛ଵ ≡ ࢋ = ݎ߲߲࢘ = cos ଵࢋ	ߠ + sin ଶ࢛ ଶࢋߠ ≡ ణࢋ = ߴ߲߲࢘ = ݎ− sin ߠ ଵࢋ + ݎ	 cos  .	ଶࢋߠ
ინფინიტეზიმალური წანაცვლების ვექტორის ݀࢘ =  ࢛ݑ݀

ଶݏ݀ ესაბამისი ინტერვალიש = (࢛ݑ݀) ∙ ࢛ݑ݀ = ࢛) ∙ ݑ݀ݑ݀(࢛ = ݃݀ݑ݀ݑ	, 
პოლარული კოორდინატების שემთხვევაשი, მეტრიკული ტენზორი ჩაიწერე-
ბა שემდეგი მატრიცის სახით: [݃] = ቂ݃ ݃ఏ݃ఏ ݃ఏఏቃ = ቂ1 00  .	ଶቃݎ

ორ მეზობელ წერტილს שორის მანძილის კვადრატი მოიცემა კვადრატუ-
ლი ფორმით ݀ݏଶ = ଶݎ݀ + ଶߴଶ݀ݎ = ݃݀ݑ݀ݑ. 
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ლექცია 4 

§4.1. სკალარული ველის გრადიენტი 

დაუשვათ, რომ მოცემული გვაქვს სკალარული ველი ߮(ݔଵ, ,ଶݔ    .(ଷݔ
სკალარული ფუნქციის გრადიენტი ეწოდება ვექტორული ველს  સ߮(ݔଵ, ,ଶݔ (ଷݔ = ࢋ ݔ߲߲ ,ଵݔ)߮	 ,ଶݔ  .	(ଷݔ
გრადიენტის სიმბოლოს წარმოადგენს ვექტორული ოპერატორი ნაბლა સ = ࢋ ݔ߲߲ . 

ვინაიდან ࢘ = ࢘݀ , რადიუს-ვექტორის დიფერენციალიࢋݔ =  ࢋݔ݀
და, როგორც שედეგი, სკალარული ნამრავლი ߮ࢺ ∙ ࢘݀ = ݔ߲߲߮ ݔ݀ = ݀߮	 
წარმოადგენს ߮ სკალარის ცვლილებას  ߮(࢘ + (࢘݀ − (࢘)߮ = ࢘ ߮݀ → ࢘ +   .წანაცვლებისას ࢘݀

ვექტორი ߮ࢺ გვიჩვენებს ߮-ფუნქციის მაქსიმალური ზრდის მიმართულე-
ბას, ხოლო |߮ࢺ| არის ზრდის სიჩქარე. 

დაუשვათ, რომ წერტილשი ࢘ მოცემული გვაქვს ერთეულოვანი ვექტორი ࢜, 
მაשინ ߮(࢘ + (ݐ݀࢜ − (࢘)߮ = ߮ࢺ ∙  .ݐ݀࢜

სიდიდეს lim	ௗ௧→ ࢘)߮ + (ݐ݀࢜ − ݐ݀(࢘)߮ = ࢜ ∙ ߮ࢺ =  ߮࢜ࢺ

ეწოდება მიმართული წარმოებული: 

• მიმართული წარმოებული მაქსიმალურია, როდესაც ࢜ ∥   ;߮ࢺ	

• მიმართული წარმოებული ნულის ტოლია, როდესაც ࢜ ⊥  .߮ࢺ	
დაუשვათ, რომ გვაქვს დონის ზედაპირი ߮(ݔଵ, ,ଶݔ (ଷݔ = ܥ = -ამ ზედაპი .ݐݏ݊ܿ

რის ყოველ წერტილשი ვექტორი ߮ࢺ  მიმართულია	ამ ზედაპირისადმი ნორმალის 
გასწვრივ. ამგვარად, ߮ =  ზედაპირისადმი ნორმალი არის ერთეულოვანი ݐݏ݊ܥ
ვექტორი   =  .	|߮ࢺ|߮ࢺ
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იმავდროულად, ვექტორები ࢜ ⊥ ߮ განთავსებულია ߮ࢺ	 =  ზედაპირის ݐݏ݊ܥ
მხებ სიბრტყეשი. 

§4.2. ვექტორული ველის დივერგენცია და როტორი 

დაუשვათ, გვაქვს ვექტორული ველი  (࢘)ࢂ = ࢋ ܸ(ݔଵ, ,ଶݔ  .(ଷݔ
ვექტორული ველის დივერგენცია (განשლადობა) არის ნაბლა-ოპერა-

ტორის სკალარული ნამრავლი მოცემულ ვექტორულ ველთან ݀݅ݒ	ࢂ = સ ∙ ࢂ = ߲ ܸ߲ݔ	. 
ვექტორული ველის როტორი (გრიგალი) არის ნაბლა-ოპერტორის 

ვექტორული ნამრავლი მოცემულ ვექტორულ ველთან ݐݎ ࢂ = સ × ࢂ = ࢋ ߝ ߲ ܸ߲ݔ . 
გაשლილი სახით გვექნება ݀݅ݒ	ࢂ = ߲ ଵܸ߲ݔଵ + ߲ ଶܸ߲ݔଶ + ߲ ଷܸ߲ݔଷ ݐݎ	ࢂ = ଵࢋ ൬߲ ଷܸ߲ݔଶ − ߲ ଶܸ߲ݔଷ൰ + ଶࢋ ൬߲ ଵܸ߲ݔଷ − ߲ ଷܸ߲ݔଵ൰ + ଷࢋ ൬߲ ଶܸ߲ݔଵ − ߲ ଵܸ߲ݔଶ൰	. 

არსებობს ბოლო გამოსახულების დამახსოვრების მარტივი ხერხი: 

ࢂ	ݐݎ = det ࢋଵ ଶࢋ ଷ∇ଵࢋ ∇ଶ ∇ଷଵܸ ଶܸ ଷܸ൩	. 
ვექტორულ ველს, რომლის დივერგენცია ნულის ტოლია, ეწოდება სოლენო-

იდური ველი. ასეთია, მაგალითად, მაგნიტური ველი ݒ݅݀ :	 = 0, 
ვინაიდან  ݀݅ݒ	ݐݎ	 = ߲ ቆߝ ݔ߲߲ ቇܣ = ߝ ߲ଶ߲ݔ߲ݔ ܣ = 0	. 



 39

სოლენოიდური მაგნიტური ველი שეიძლება წარმოვადგინოთ ვექტორული 
ველის  გრიგალის სახით:   =  .	ݐݎ

ელექტროდინამიკაשი ვექტორულ ველს (࢞) ეწოდება ვექტორ-პოტენციალი. 
ვექტორ-პოტენციალი განისაზღვრება გრადიენტული (ყალიბური) გარდაქმნის 
სიზუსტით. ყალიბური გარდაქმნის שედეგად მიღებული ვექტორ-პოტენციალი  ᇱ =  +  ݂	݀ܽݎ݃

გვაძლევს იმავე მაგნიტურ ველს , რასაც თავდაპირველი ველი ݐݎ :	ᇱ =  .

დაუשვათ, რომ გვაქვს ვექტორული ველი (࢞)ࢂ, მაשინ სკალარული ნამრავლი  ࢂ ∙ સ = ܸ  ݔ߲߲
არის სკალარული დიფერენციალური ოპერატორი. ამასთან ࢂ ∙ સ ≠ સ ∙  .ࢂ

ნაბლა-ოპერატორის სკალარული ნამრავლი თავის თავზე გვაძლევს მეორე 
რიგის დიფერენციალურ სკალარულ ოპერატორს: ∇ଶ= સ ∙ સ = ൬ ݔ∂∂ ൰ࢋ ∙ ൬ ݔ∂∂ ൰ࢋ = ݔ∂∂ ݔ∂∂ ࢋ ∙ ࢋ = 

= ݔ∂∂ ݔ∂∂ ߜ = ߲ଶ߲ݔଵଶ + ߲ଶ߲ݔଶଶ + ߲ଶ߲ݔଷଶ = ∆	. 
ამ ოპერატორს ლაპლასის ოპერატორი ან უბრალოდ ლაპლასიანი ეწოდება. 

განტოლება ∆߮(࢘) = 0 

ცნობილია  ლაპლასის განტოლების სახელით.  સ ოპერატორის გამოყენებით שეგვიძლია ავაგოთ:  
– ვექტორული ველები સ߶, 		 સ ×  ; ܄
– სკალარული ველები સ ∙ સ								,܄ ∙ સ߮	. 

გრადიენტი, დივერგენცია და ლაპლასიანი שეიძლება განიმარტოს ნე-
ბისმიერი განზომილების სივრცეשი, გრიგალი კი უკავשირდება სამგანზო-
მილებიანი სივრცის თვისებებს. 

§4.3. დიფერენციალური ოპერატორების კომბინაციები 

ქვემოთ მოყვანილია დიფერენციალური ოპერატორების კომბინაციების გამო-
ყენების გავრცელებული שემთხვევები. ამ ფორმულებשი ݂(࢘) და ݃(࢘) ნებისმიერი 
სკალარული ფუნქციებია, ხოლო (࢘) და (࢘) წარმოადგენენ ვექტორულ ველებს. 
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ძირითადი ფორმულები: 1.		સ(݂݃) = ݂સ݃ + ݃સ݂; 2.		સ ∙ (݂) = ݂સ ∙  + ݂ࢺ ∙ સ		.3 ; × (݂) = ݂સ × ܣ + સ݂ × સ		. ; ∙ ) × ( = (સ × ( ∙  − (સ × ( ∙ .5 ; સ × ) × ( = ) ∙ સ) − સ) ∙ ( + સ) ∙ ( − ) ∙ સ)6 ;. સ( ∙ ( =  × (સ × ( +  × (સ × ( + ) ∙ સ) + ) ∙ સ).7 ;		) ∙ સ)࢘ = ∇		.9 ; ∙ ࢘ = 3; 10.		∇ × ࢘ = 0; 11.		∇ ∙ (࢘ଷିݎ) = 0; 12.		સ × (સ݂) = 0; 13.		સ ∙ (સ × ( = 0; 14.		સ × (સ × ( = સ(સ ∙ ( −  .∆

დამატება 

მოყვანილი ფორმულების გამოყვანისას გამოიყენება שემდეგი ტოლობები: ߳ܣܣ = 0 ߳ߝ = ߜߜ − ߝ߳					;ߜߜ = ߝ߳								;ߜ2 =  6 =  × 						 → ܥ	 =  	ܤܣߝ ∙  =  ܤܣ ∙ ) × ( =  ∙ ) × ( =  ∙ ) × ( =  ܥܤܣ	ߝ × ) × ( = ) ∙ ( − ) ∙  .(
საილუსტრაციოდ გამოვიყვანოთ თანაფარდობები 3, 4 და 6: 

(݂)	ݐݎ  .3 → [(݂)	ݐݎ] = ߝ ߲[݂ܣ] = ൣߝ ߲݂	ܣ + ݂	 ߲ܣ൧ = ݂	݀ܽݎ݃] × [ [	ݐݎ]݂++ → ݂	݀ܽݎ݃ ×  +  ;	ݐݎ	݂
]	ݒ݅݀  .4 × [ = ߲ൣߝܤܣ൧ = ܣ߲ܤߝ − ܣߝ ߲ܤ =  ∙ 	ݐݎ −  ∙  ;	ݐݎ
)	݀ܽ					.6 ∙ ( → )	݀ܽݎ݃] ∙ [( = ߲(ܣܤ) = ߲ܣ	ܤ + ܤ߲	ܣ = ߲ܣ	ܤ 	ܣ++ ߲ܤ + ܤ߲ܣ + ܣ߲ܤ − ܤ߲ܣ − ܣ߲ܤ = ܤ߲ܣ + ܣ߲ܤ ++[߲ܣ	ܤ + ܤ߲	ܣ − ܤ߲ܣ −  [ܣ߲ܤ

პირველი ორი წევრის ჯამი არის ܣ߲ܤ + ܣ߲ܤ = )] ∙ (∇ + ) ∙  ,[(∇
აქ გამოყენებულია აღნიשვნა ( ∙ ∇) ≡  .߲ܣ
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კვადრატულ ფრჩხილებשი მოთავსებული გამოსახულება שეიძლება წარმოვად-
გინოთ, როგორც [߲ܣ	ܤ + ܤ߲	ܣ − ܤ߲ܣ − [ܣ߲ܤ = ߜߜൣ − ܤ߲ܣ൧൫ߜߜ + ൯ܣ߲ܤ = = ܤ߲ܣ൫	ߝߝ + ൯ܣ߲ܤ = ] × 	ݐݎ +  ×  .	[	ݐݎ

ამგვარად, საბოლოოდ ვღებულობთ: ݃݀ܽݎ	) ∙ ( = )] ∙ (∇ + ) ∙ [(∇ ]	+ × 	ݐݎ +  ×  .ݐݎ

§4.4.* ჰელმჰოლცის თეორემა 

ფიზიკის ამოცანებისათვის მნიשვნელოვანია ვექტორული ველის დივერგენ-
ცია და როტორი. როგორც აღვნიשნეთ, თუ ݀݅ݒ	ࢂ = 0, მაשინ ველი სოლენოიდურია, 
ხოლო თუ ݐݎ	ࢂ = 0, მაשინ ველი უგრიგალოა.  

ზოგადი ვექტორული ველი არც სოლინოიდურია, არც უგრიგალო, მაგრამ იგი 
-ეიძლება წარმოვადგინოთ, როგორც სოლენოიდური და უგრიგალო ველების კომש
ბინაცია. ეს დებულება წარმოადგენს ჰელმჰოლცის თეორემის שინაარსს. თეორემა 
ასე ყალიბდება: 

სივრცის რაიმე არეשი ვექტორული ველი ცალსახად განისაზღვრება მისი  დი-
ვერგენციით, როტორითა და ამ არის საზღვარზე ვექტორული ველის ნორმალური 
მდგენელით. იმ שემთხვევაשი, როდესაც დივერგენცია და როტორი განსაზღვრუ-
ლია მთელ სივრცეשი და ისინი საკმაოდ სწრაფად ნულდებიან უსასრულობაשი,  
სამართლიანია ტოლობა: (࢘)ࢂ = −સ߶(࢘) + સ ×  .(࢘)

აქ −સ߶(࢘) არის (࢘)ࢂ ვექტორული ველის უგრიგალო ნაწილი, ხოლო સ ×  – (࢘)
სოლენოიდური ველი. 

 ევამოწმოთ ამ თეორემის სამართლიანობა. ამისათვის უნდა განისაზღვროსש
სკალარული ველი ߶(࢘) და ვექტორული ველი ש .(࢘)ემოვიყვანოთ ორი დამხმარე 
ველი: სკალარული ველი (࢘)ߩ და ვექტორული ველი (࢘)࢝, ისეთები, რომ સ ∙ ࢂ = સ										,(࢘)ߩ × ࢂ =  .(࢘)࢝

მაשინ სამართლიანი უნდა იყოს ტოლობა: સ ∙ ࢂ = (࢘)ߩ = −∆߶ + સ ∙ (સ × ((࢘) = −∆߶. 

მაשასადამე, სკალარული ველი ߶ აკმაყოფილებს პუასონის განტოლებას ∆߶ =  .(࢘)ߩ−
ამას გარდა, સ × ࢂ = (࢘)࢝ = સ × [−સ߶(࢘) + સ × [(࢘) = −સ × (સ × ((࢘) = (࢘)∆ − સ(સ ∙  .(

ტოლობა (࢘)ࢂ = −સ߶(࢘) + સ ×  (࢘)
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ინვარიანტულია გრადიენტული გარდაქმნის მიმართ   (࢘) → (࢘) + સ݂(࢘) 
 ეგვიძლია მოვითხოვით, რომש ამიტომ .(არის რაიმე სკალარული ფუნქცია (࢘)݂)
ესრულდეს პირობა સש ∙  = 0, 
რის שედეგადაც უნდა კმაყოფილდებოდეს პუასონის განტოლება  ∆(࢘) =  .(࢘)࢝

ამგვარად, საძიებელი ველების ߶(࢘) და (࢘) დასადგენად საჭიროა პუასონის 
განტოლებების ამოხსნა.   

§4.5.* ტენზორული ველები 

სკალარის (0-რანგის ტენზორის) კერძო წარმოებულები ქმნიან ვექტორს ݃݀ܽݎ	݂ ≡ સ݂, რომელიც წარმოადგენს პირველი რანგის ტენზორს. სკალარული 
ფუნქციის დიფერენციალი არის ინვარიანტული სიდიდე  ݂݀ = డడ௫  ,ݔ݀
თვით სიდიდეები ݀ݔ და డడ௫ კი ვექტორებია.  

ორინდექსიანი სიდიდე – ვექტორის კერძო წარმოებული, წარმოადგენს მეორე 
რანგის ტენზორს. მართლაც, კოორდინატთა ორთოგონალური გადაქმნებისას ამ 
ობიექტის გარდაქმნის წესი ემთხვევა მეორე რანგის ტენზორის გარდაქმნის კანონს ߲ܣ߲ݔ → ′ݔ߲′ܣ߲ = ′ݔ߲ݔ߲ ݔ߲߲ ቆ߲ݔ′߲ݔ ቇܣ = ݔ߲′ݔ߲ ݔ߲′ݔ߲  .	ݔ߲ܣ߲

(ݔ)ܣ݀  ესაბამისად, ვექტორის დიფერენციალიש = ݔ߲ܣ߲  ݔ݀

წარმოადგენს ვექტორს.  
მეორე რანგის ტენზორשი שეიძლება განვაცალკევოთ ინდექსების გადასმის 

მიმართ ანტისიმეტრიული და სიმეტრიული ნაწილები:  ߲ܣ߲ݔ = 12 ൬߲ܣ߲ݔ − ݔ߲ܣ߲ ൰ + 12 ൬߲ܣ߲ݔ + ݔ߲ܣ߲ ൰ = ܨ +  .	ܩ
თითოეული ეს ნაწილი ქმნის მეორე რანგის ტენზორს. ადვილი שესამოწმე-

ბელია, რომ ორთოგონალური გარდაქმნებისას სიმეტრიული და ანტისიმეტრიული 
ნაწილები ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად გარდაიქმნებიან:   ܨ → ′ܨ = ݔ߲′ݔ߲ ݔ߲′ݔ߲ ܩ ܨ → ′ܩ = ݔ߲′ݔ߲ ݔ߲′ݔ߲  .	ܩ
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ანტისიმეტრიულ ნაწილს שეესაბამება დუალური ვექტორი ܤ(ݔ) = ߝ 12 ቆ߲ܣ߲ݔ − ݔ߲ܣ߲ ቇ = ߝ ߲ܣ	. 
ვექტორულ აღნიשვნებשი გვექნება (࢞) =  .(࢞)	ݐݎ
პირველი რანგის ტენზორის წარმოებულებისაგან ინდექსების שეკვეცის ოპე-

რაციის დახმარებით שეიძლება שევადგინოთ სკალარი ߲ܣ߲ݔ = ߲ܣ =  .		ݒ݅݀
მეორე რანგის ანტისიმეტრიული ტენზორის გაწარმოებით მივიღებთ მესამე 

რანგის ტენზორს ܺ = ߲ܨ. 
ܺߝ :ტენზორის გამოყენებით ߝ ევკვეცოთ ეს ტენზორი ლევი-ჩივიტასש = 2 ൬߲ܨଶଷ߲ݔଵ − ଶݔଵଷ߲ܨ߲ + ଷݔଵଶ߲ܨ߲ ൰ = ߲ܧ =  .	ࡱ	ݒ݅݀
ბოლო გამოსახულებაשი ܧ = 12  ܨߝ

არის ܨ ტენზორის დუალური ვექტორი. 
მოყვანილი ფორმულები გამოიყენება ელექტრომაგნიტური ველის שესწავლისას. 
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ლექცია 5 

$5.1. დიფერენციალური ოპერატორები და ინტეგრალური თეორემები 

ჩვენ განვიხილეთ სკალარული ველის გრადიენტი, ვექტორული ველის დივერ-
გენცია და როტორი.   

ეს სამივე ოპერატორი მიიღება ნაბლა  સ = ࢋ  ݔ߲߲
ოპერატორის გამოყენებით. 

ვინაიდან კოორდინატული ორტებისათვის სამართლიანია გამრავლების წესები   ࢋ ∙ ࢋ = ࢋ ߜ × ࢋ =  ,ࢋߝ
(࢘)݂	݀ܽݎ݃ ესაბამისად გვექნებაש = સ݂ = ࢋ (࢘)	ݒ݅݀ ݔ߲݂߲ = સ ∙  = ݔ߲ܣ߲ (࢘)	ݐݎ  = સ ×  = ߝࢋ ݔ߲ܣ߲ 	. 

ამგვარად, ოპერატორი ნაბლა წარმოადგენს გაწარმოების ოპერატორის გან-
ზოგადოებას ݀݀ݔ → સ	. 

გაწარმოების שებრუნებული ოპერაცია არის ინტეგრება. ერთი ცვლადის שემ-
თხვევაשი, ეს დებულება שეადგენს კალკულუსის ფუნდამენტური თეორემის שინა-
არსს: න݀ݔ ݔ݀(ݔ)݂݀

 = ݂(ܾ) − ݂(ܽ). 
-ფუნქციის განსაზღვრული ინტეგრალი გაიგება, რო (ݔ)݃ ი რაიმეשემდგომש

გორც שესაბამისი რიმანის ჯამის ზღვარი: 

න݀(ݔ)݃ݔ
 = lim→ஶ∆

ୀ ݔ						;(ݔ)݃(ݔ) = ݔ	,ܽ = (ݔ)∆			;ܾ = ܾ − ܽ݊ 	. 
აქ იგულისხმება, რომ წერტილები ݔ	 მიეკუთვნებიან საინტეგრაციო არეს: ݔ ∈ [ܽ, ܾ]. 

§5.2 წირითი ინტეგრალები. გრადიენტის თეორემა 

როდესაც სივრცის განზომილება ერთზე მეტია, ინტეგრება שეიძლება გან-
ხორციელდეს რაიმე გლუვი წირის გასწვრივ: 
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ამ שემთხვევაשიც წირითი ინტეგრალი წარმოადგენს რიმანის ჯამის ზღვარს 

න ࢞݀ (࢞)ܨ = lim→ஶ∆࢞ܨ(࢞)
ୀଵ 	, 

სადაც უსასრულოდ მცირე ვექტორი ∆࢞ = ࢞ −  ିଵ. ამგვარად, ხდება გლუვი࢞
საინტეგრაციო წირის აპროქსიმაცია ტეხილი ხაზით. მოყვანილ ფორმულაשი (࢞)ܨ ≡   .რადიუს-ვექტორის სკალარულ ფუნქციას ࢘ წარმოადგენს (࢘)ܨ

ანალოგიურად שეიძლება განვიხილოთ ინტეგრალები ვექტორული ველისათ-
ვის (࢘)ࡲ.	 ასეთი ტიპის ინტეგრალებისათვის სამართლიანია שემდეგი ზოგადი წესი: 

ინტეგრალს აქვს იგივე ტენზორული ბუნება, რაც ინტეგრალქვეשა 
გამოსახულებას. 

࢘ესაბამისად, ინტეგრალი  න݀ש ∙ (࢘)ࡲ = lim→ஶ∆࢘ ∙ (࢘)ࡲ
ୀଵ  

წარმოადგენს სკალარს, ხოლო  න݀࢘ × (࢘)ࡲ = lim→ஶ∆࢘ × (࢘)ࡲ
ୀଵ 	 

ვექტორული სიდიდეა. 

ამ გამოსახულბებשი  ∆࢘ ∙ ࢘∆ და (࢘)ࡲ ×  ესაბამისად, სკალარული დაש  ,(࢘)ࡲ
ვექტორული ნამრავლებია. 

უსასრულოდ მცირე ნაზრდები שეიძლება ჩაიწეროს კოორდინატების დიფერენ-
ციალების დახმარებით ݀࢘ =  .ݔ݀ࢋ

როგორც שედეგი, წირითი ინტეგრალებისათვის გვექნება: 

න݀࢘ (࢘)ܨ = ࢋ න݀ݔ  (࢘)ܨ
න݀࢘ ∙ (࢘)ࡲ = න݀ݔ  (࢘)ܨ

න ࢘݀ × (࢘) = ߝࢋ න ݔ݀  .(࢘)ܣ
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რადგანაც ݀࢘ ∙ સΦ(࢘) = ݀Φ(࢘), 
სამართლიანია  

გრადიენტის თეორემა  න݀࢘ ∙ સΦ(࢘) = න݀Φ = Φ(࢘) − Φ(࢘) . 
როგორც שედეგი, ჩაკეტილ კონტურზე ࢘ = ࢘ ინტეგრალი ნულდება ර݀࢘ ∙ સΦ(࢘) = 0. 

§5.3. ზედაპირული ინტეგრალები 

განვიხილოთ ინტეგრალი, როდესაც ინტეგრების არე წარმოადგენს რაიმე გლუვ 
ზედაპირს.  

 

ნახაზზე გამოსახულია ზედაპირი ܵ და გამოყოფილია უსასრულოდ მცირე 
ფართის ელემენტი  ∆ ܵ (მიახლოებით კვადრატი), ცენტრით წერტილשი ࢘. ამ 
ელემენტისადმი ერთეულოვანი ნორმალი არის ვექტორი , ხოლო   =  .(࢘)
მოსახერხებელია, שემოვიყვანოთ ფართის ელემენტის שესაბამისი ვექტორი ∆ࡿ = ∆ ܵ. 

დავფაროთ საინტეგრაციო არე ფართის მცირე ელემენტებით ∆ ܵ. როგორც 
წირის שემთხვევაשი, ზედაპირული ინტეგრალი განისაზღვრება, როგორც რიმანის 
ჯამის ზღვარი ඵ݀(࢘)߶ࡿ = lim→ஶ∆ࡿ߶(࢘)

ୀଵௌ . 
განვიხილოთ მცირე ზომის კუბი (კუბოიდი), რომლის საზღვარს წარმოადგენს 

ექვსი კვადრატის ერთობლიობა. აღვნიשნოთ שესაბამისი მცირე ზედაპირი რო-
გორც Δܵ. კუბოიდის שემთხვევაשი უნდა გამოვითვალოთ ჯამი ∆ࡿ߶(࢘)

ୀଵ 	. 
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ნაზაზზე გამოსახულია საინტეგრაციო მოცულობა და მისი 2ܦ საზღვარი: 

 

ფართის ელემენტები שემდეგნაირად არის שერჩეული: ∆ࡿଵ = ଶࡿ∆− = ଷࡿ∆ ݖ݀ݕ݀	 = ସࡿ∆− = ହࡿ∆ ݔ݀ݖ݀	 = ࡿ∆− =  .ݕ݀ݔ݀	

 ,ესაბამისადש

∆ࡿ߶(࢘) =
ୀଵ ݔ)߶ݖ݀ݕ݀	 + ,ݔ݀ ,ݕ (ݖ − ,ݔ)߶ݖ݀ݕ݀	 ,ݕ (ݖ + 

,ݔ)߶ݔ݀ݖ݀	+ ݕ + ,ݕ݀ (ݖ − ,ݔ)߶ݔ݀ݖ݀	 , (ݖ ,ݔ)߶ݕ݀ݔ݀	+ + ,ݕ ݖ + (ݖ݀ − ,ݔ)߶ݕ݀ݔ݀	 , (ݖ = = ݔ݀߶ݖ݀ݕ݀	 ݔ߲߶߲ + ݕ݀ݔ݀ݖ݀	 ݕ߲߶߲ + ݖ݀ݕ݀ݔ݀	 ݖ߲߶߲ . 
ამრიგად, ვღებულობთ, რომ 

∆ࡿ߶(࢘) =
ୀଵ  .(࢘)߶સ	ݖ݀ݕ݀ݔ݀

ნებისმიერი სასრული მოცულობა שეიძლება წარმოვიდგინოთ, როგორც მცი-
რე მოცულობის კუბოიდების ერთობლიობა. ორ მეზობელ კუბოიდს აქვს საერთო 
წახნაგი. ამ წახნაგის שესაბამისი წვლილები ერთმანეთს აბათილებენ, რის שედეგა-
დაც ზედაპირულ ინტეგრალשი არანულოვან წვლილს იძლევა მხოლოდ  ܸ მოცუ-
ლობის שემომსაზღვრელი  ჩაკეტილი ზედაპირი ܵ ≡ ߲ܸ.  

ამრიგად, ჩაკეტილ ზედაპირზე სკალარული ფუნქციის ინტეგრალისათვის 
გვექნება  ර݀ࡿ	(࢘)߶ = නܸ݀સ߶(࢘); 			ܸ݀ ≡ ௌݖ݀ݕ݀ݔ݀ . 

გამოსახულების მარჯვენა მხარეს გვაქვს ამ ფუნქციის გრადიენტის ინტეგ-
რება საინტეგრაციო ზედაპირით שემოსაზღვრულ მოცულობაשი. მცირე მოცულო-
ბის שემთხვევაשი, 
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ර݀ࡿௌ (࢘)߶ = නܸ݀ સ߶(࢘) ≈ Δܸસ߶(࢘)															Δܵ ≡ ߲Δܸ. 
როგორც שედეგი, მივიღეთ 

სკალარული ფუნქციის გრადიენტის კოორდინატებზე დამოუკიდებელი 
გეომეტრიული წარმოდგენა 

સ߶(࢘) = lim→	 ቌ 1Δܸ ර݀ࡿௌ  ቍ(࢘)߶

და ნაბლა ოპერატორის ფორმალური ინტეგრალური წარმოდგენა 

સ = lim→	 ቌ 1Δܸ ර݀ࡿௌ ቍ. 
§5.4. გაუსისა და სტოქსის თეორემები 

ნაბლა ოპერატორის ინტეგრალური წარმოდგენის საფუძველზე שეიძლება და-
ვადგინოთ 

ვექტორული ველის დივერგენციისა და როტორის გეომეტრიული განმარტე-
ბები 

સ ∙ (࢘) = lim→	 ቌ 1Δܸ ර݀ࡿௌ ∙  ቍ(࢘)
સ × (࢘) = lim→	 ቌ 1Δܸ ර݀ࡿௌ ×  .ቍ(࢘)

მცირე მოცულობებისთვის ადგილი აქვს ტოლობებს  Δܸસ ∙ (࢘) = ර݀ࡿௌ ∙  (࢘)
Δܸસ × (࢘) = ර݀ࡿௌ ×  ,(࢘)

სადაც Δܸ არის ࢘-წერტილის שემცველი მცირე მოცულობა, ხოლო Δܵ ამ მოცულო-
ბის საზღვარი (ჩაკეტილი ზედაპირი). თუ სასრულ მოცულობას დავყოფთ მცირე 
კუბოიდებად, მაשინ ორი მომიჯნავე კუბოიდის საერთო წახნაგზე ხდება ზედაპი-
რული ინტეგრალების წვლილების გაბათილება და, როგორც שედეგს, ვღებულობთ 
ორ ინტეგრალურ ტოლობას: 
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නܸ݀સ ∙ (࢘) = ර݀ࡿௌ ∙  (࢘)
නܸ݀સ × (࢘) = ර݀ࡿௌ ×  .(࢘)

პირველი ფორმულა წარმოადგენს გაუსის თეორემას, რომელიც აკავשირებს 
ვექტორული ველის დივერგენციას იმავე ველის ნაკადთან.   

მეორე ფორმულის שინაარსის დასადგენად თავდაპირველად განვიხილოთ ݔ −  ი განთავსებული მცირე ზომის კვადრატული ფორმის მქონეשსიბრტყე ݕ
ფართი ܵ. კვადრატი שემოსაზღვრულია წირით ܥߜ = ߲ܵ. ინტეგრალს  ර݀࢘	 ∙ ఋ(࢘)  

ეწოდება (࢘) ვექტორული ველის ცირკულაცია ܥߜ-კონტურის გასწვრივ.  

 

არჩეული שეკრული კონტური שეიძლება დაიყოს ოთხ ინტერვალად: ܥ = ܫ + ܫܫ + ܫܫܫ +  .ܸܫ

	࢘ესაბამისად, ცირკულაციისათვის გვექნება ර݀ש ∙ (࢘) = න݀࢘	 ∙ (࢘) ࡵ+⋯+ න݀࢘	 ∙ (࢘) ఋࢂࡵ=  

= න ௫ାௗ௫ݔ݀
௫ ,ݔ)௫ܣ (ݕ + න ௬ାௗ௬ݕ݀

௬ ݔ)௬ܣ + ,ݔ݀ (ݕ + න ௫ݔ݀
௫ାௗ௫ ,ݔ)௫ܣ ݕ + (ݕ݀ + න ௬ݕ݀

௬ାௗ௬ ,ݔ)௬ܣ (ݕ = 

= න ௫ାௗ௫ݔ݀
௫ ,ݔ)௫ܣ] (ݕ − ,ݔ)௫ܣ ݕ + [(ݕ݀ + න ௬ାௗ௬ݕ݀

௬ ݔ)௬ܣൣ + ,ݔ݀ (ݕ − ,ݔ)௬ܣ ൧(ݕ = 

= න ௫ାௗ௫ݔ݀
௫ ൬−߲ܣ௫߲ݕ ൰ݕ݀ + න ௬ାௗ௬ݕ݀

௬ ቆ߲ܣ௬߲ݔ ቇݔ݀ ≈ ݕ݀ݔ݀ ߲ܣ௬߲ݔ − ݕ௫߲ܣ߲ ൨. 
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ამგვარად მცირე ფართისათვის ර݀࢘	 ∙ ఋ(࢘) ≈ ݕ݀ݔ݀ ߲ܣ௬߲ݔ − ݕ௫߲ܣ߲ ൨, 
სასრული ფართის שემთხვევაשი, ეს უკანასკნელი უნდა წარმოვიდგინოთ როგორც  
ელემენტარული მცირე ფართების გაერთიანება. მომიჯნავე კვადრატებს ექნებათ 
საერთო გვერდები. როგორც שედეგი, მომიჯნავე კვადრატების საერთო გვერდებ-
ზე წირითი ინტეგრალები განულდება და, שესაბამისად, ნულისაგან განსხვავებუ-
ლი იქნება მხოლოდ სრული ფართის საზღვარზე გამოთვლილი წირითი ინტეგრა-
ლი, მარჯვენა მხარეს კი გვექნება ზედაპირული ინტეგრალი 

ර݀࢘ ∙ డௌ(࢘) = න݀ܵ ߲ܣ௬߲ݔ − ݕ௫߲ܣ߲ ൨ௌ . 
დაუბრუნდეთ კვლავ ݔ − -ემთხש ი განლაგებული მცირე ფართისשსიბრტყე ݕ

ვევას, როდესაც ცირკულაცია ර݀࢘	 ∙ ఋ(࢘) ≈ ݕ݀ݔ݀ ߲ܣ௬߲ݔ − ݕ௫߲ܣ߲ ൨ =  .௭(	ݐݎ)	ܵߜ
ფართის ელემენტს ܵߜ ჩვენ שეგვიძლია שევუსაბამოთ ვექტორი ݀ࡿ =  ,ܵߜ

სადაც  არის ݖ	-ღერძის გასწვრივ მიმართული ორტი, რომელიც საინტეგრაციო ݔ −  ეგვიძლია გამოვიყენოთש სიბრტყის ნორმალს წარმოადგენს. ამიტომ ݕ
სკალარული ნამრავლი ܵߜ	ݐݎ)	(௭ = ܵߜ ∙ ࡿ݀	=ݐݎ ∙  .ݐݎ

ეს ფორმულა שეიძლება განვაზოგადოთ იმ שემთხვევისათვის, როდესაც ფარ-
თისადმი ნორმალი ნებისმიერად არის ორიენტირებული. שესაბამისად გვექნება: ܵߜ ∙ સ ×  ≈ ර݀࢘	 ∙ ఋ(࢘) . 

მაשასადამე, სამართლიანია 

გრიგალის ინტეგრალური წარმოდგენა წირითი ინტეგრალის დახმარებით  ∙ સ ×  = limఋௌ→ ܵߜ1 ර݀࢘ ∙ ఋ(࢘) . 
თუ იმავე არგუმენტებს გავიმეორებთ სასრული ზედაპირისათვის, 
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მივიღებთ სტოქსის თეორემას න݀ࡿ ∙ સ × ௌ = ර݀࢘	 ∙ డௌ.(࢘)  

ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ ვექტორული ანალიზის სამი მნიשვნელოვანი שედეგი: 

1. გრადიენტის თეორემა න݀࢘ ∙ સΦ(࢘) = න݀Φ = Φ(࢘) − Φ(࢘) ; 
2. სტოქსის თეორემა න݀ࡿ ∙ સ × ௌ = ර݀࢘	 ∙ డௌ(࢘) ; 
3. გაუსის (დივერგენციის) თეორემა නܸ݀સ ∙ (࢘) = ර݀ࡿడ ∙  .(࢘)
აღვნიשნოთ, რომ ეს სამივე თეორემა წარმოადგენს ე.წ. სტოქსის განზოგადო-

ებული თეორემის კერძო שემთხვევებს (იხ.§8.2.). 
 :იשემდეგש ინაარსი მდგომარეობსש ესაბამისი ფორმულების გეომეტრიულიש

1. სკალარული ფუნქციის გრადიენტი განსაზღვრავს ამ ფუნქციის ფარ-
დობითი ზრდის სიდიდეს და მიმართულებას;  

2.  ვექტორული ველის გრიგალის პროექცია მცირე ფართისადმი ნორ-
მალზე არის ვექტორული ველის  ცირკულაცია ამ ფართის საზღვრზე; 

3. ვექტორული ველის დივერგენცია არის ვექტორული ველის ნაკადი, 
გამომავალი მცირე მოცულობიდან ∆ܸ გაყოფილი ამ მოცულობაზე. 
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ლექცია 6 

§6.1.* წრფივი გარდაქმნები მინკოვსკის სივრცეשი 

დაუשვათ, რომ გვაქვს ܦ-განზომილების სივრცე, სადაც שემოყვანილია კოორ-
დინატები ݔ(ܽ = 1,2, … ,  ორისש ასე რომ, ინტერვალი ორ მეზობელ წერტილს .(ܦ
მოიცემა კვადრატული ფორმით ݀ݏଶ =  ݔ݀ݔ݀ߟ

,ୀଵ . 
მოვითხოვოთ, რომ მეტრიკული ტენზორი ߟ იყოს კოორდინატებისაგან და-

მოუკიდებელი  დიაგონალური მატრიცა, რომლის კვადრატი ერთეულოვანი მატ-
რიცის ტოლია: ߟߟ

ୀଵ =  .ߜ
სივრცეს ასე שემოყვანილი მეტრიკით ეწოდება ფსევდოევკლიდური სივრცე. 

იმ שემთხვევაשი, როდესაც  ߟ =  ,ߜ
საქმე გვაქვს ܦ-განზომილებიან ევკლიდურ სივრცესთან. 

განვიხილოთ ოთხგანზომილებიანი ფსევდოევკლიდური სივრცე. ჩავთვალოთ, 
რომ ამ სივრცეשი שემოღებულია კოორდინატები (ݔ, ,ଵݔ ,ଶݔ  ଷ) და განმარტებულიაݔ
კვადრატული ფორმა (მეტრიკა) ݀ݏଶ = ଶݔ݀− + ଵଶݔ݀ + ଶଶݔ݀ +  .ଷଶݔ݀

ამგვარად განმარტებულ ფსევდოევკლიდურ სივრცეს მინკოვსკის სივრცე 
ეწოდება.  ინდექსური ჩაწერის გამოყენება გვაძლევს 

ଶݏ݀ =ߟఓఔ݀ݔఓ݀ݔఔଷ
ఓ,ఔ ,ߤ						, ߥ = 0,1,2,3	, 

სადაც სიდიდეები ߟఓఔ ადგენენ 	4 × 4 გადაუგვარებელ დიაგონალურ მატრიცას  

[η] = ቌ−1 00 1 0 00 00 00 0 1 00 1ቍ.  

მინკოვსკის მეტრიკული ტენზორი ߟఓఔ აკმაყოფილებს პირობებს 

ߟఓఒߟఒఔଷ
ఒୀ =  .ఓఔߜ

ზემოთ მოყვანილ გამოსახულებებשი გათვალისწინებულია დაჯამების ოპერა-
ცია განმეორებადი ინდექსების წყვილებით. ვინაიდან დაჯამების ინდექსებისათ-
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ვის დასაשვებია ინდექსების ჩანაცვლების ოპერაცია, ასეთ ინდექსებს მუნჯი ინ-
დექსები ეწოდებათ. მაგალითად, 

ଶݏ݀ =ߟఓఔ݀ݔఓ݀ݔఔଷ
ఓ,ఔ ≡ߟఒఘ݀ݔఒ݀ݔఘଷ

ఒ,ఘ . 
ამგვარად, რაიმე გამოსახულებაשი მუნჯი ინდექსების არსებობა თავისთავად 

გულისხმობს ამ ინდექსებით დაჯამების არსებობას. მაשასადამე, მუნჯი ინდექ-
სების שემთხვევებשი, ჯამის ნიשანი Σ שეიძლება მოიხსნას. მოყვანილ მაგალითשი 
გვექნება ݀ݏଶ =ߟఓఔ݀ݔఓ݀ݔఔଷ

ఓ,ఔ ≡  .	ఔݔఓ݀ݔఓఔ݀ߟ
განვიხილოთ კოორდინატების წრფივი გადაუგვარებელი გარდაქმნები ݔ → ᇱݔ = Lݔ								ݔ = Lିଵݔ′, 

სადაც L არის გარდაქმნის გადაუგვარებელი მატრიცა. ასეთი ჩაწერისას ჩვენ  ݔ-ით 
აღვნიשნავთ კოორდინატების ერთობლიობას (ݔ, ,ଵݔ ,ଶݔ  .(ଷݔ

თუ გამოვიყენებთ კომპონენტურ ჩაწერას, გვექნება 

ఓݔ → ఓ′ݔ =ܮఓఔݔఔଷ
ఔୀ 	. 

ინდექსებს, რომლებიც არ მონაწილეობენ დაჯამებაשი, თავისუფალი ინდექსე-
ბი ეწოდებათ. მათი ჩანაცვლება არ არის დაשვებული. მაგალითად, ბოლო ფორმუ-
ლაשი ߤ თავისუფალი, ხოლო ߥ მუნჯი ინდექსებია. ამასთან, ყოველი განტოლების 
მარჯვენა და მარცხენა მხარეს უნდა გვქონდეს ტოლი რაოდენობის ერთნაირი 
დასახელების თავისუფალი ინდექსები. 

კოორდინატების დიფერენციალებისათვის სამართლიანია გარდაქმნის წესი 

ఓݔ݀ → ఓ′ݔ݀ =߲ݔ′ఓ߲ݔఒଷ
ఒୀ ఓఔܮ										ఒݔ݀ = ఔݔఓ߲′ݔ߲ 	. 

ეს გარდაქმნები שექცევადია det ቈ߲ݔ′ఓ߲ݔఒ  ≠ 0 

და, שესაბამისად,  

ఔݔ݀ =  ଷ	ఘ′ݔఔ߲ݔ߲
ఘୀ  .	ఘ′ݔ݀

მეტრიკა ინვარიანტულია, თუ გარდაქმნებისას იგი არ იცვლება ݀ݏᇱଶ = ଶݏ݀ =  .ݒ݊݅
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კომპონენტურ ჩაწერაשი გვექნება ߟఓఔ݀ݔ′ఓ݀ݔ′ఔ =  .ఘݔఒ݀ݔఒఘ݀ߟ

ტოლობის მარცხენა მხარე שეიძლება წარმოვადგინოთ שემდეგი სახით: 

ఓఔߟ ߲ݔ′ఓ߲ݔఒ ఒଷݔ݀
ఒୀ ൩ ߲ݔ′ఔ߲ݔఘ ఘଷݔ݀

ఒୀ ൩ =  ቈ߲ݔ′ఓ߲ݔఒ ఓఔߟ ఘݔఔ߲′ݔ߲ ଷ
ఒ,ఘୀ	  .	ఘݔఒ݀ݔ݀

მაשასადამე, მეტრიკის ინვარიანტობა გამოისახება თანაფარდობებით 

 ቈ߲ݔ′ఓ߲ݔఒ ఓఔߟ ఘݔఔ߲′ݔ߲ ଷ
ఒ,ఘୀ	 =  .	ఒఘߟ

სკალარული ველი ეწოდება კოორდინატების ისეთ ფუნქციას, რომლის მნიש-
ვნელობა კოორდინატების გარდაქმნებისას უცვლელი რჩება: ݔ → (ݔ)݂						:ᇱݔ → ݂ᇱ(ݔᇱ) =  (ݔ)݂
ან, რაც იგივეა, ݂(ݔ) → ݂ᇱ(ݔ) = ݂(Lିଵݔ). 

მინკოვსკის სივრცის ვექტორული ველი განიმარტება, როგორც ოთხკომპო-

ნენტიანი სიდიდე ఓܸ(ݔ) ≡ ൛ ܸ, ଵܸ, ଶܸ, ଷܸൟ, რომელიც კოორდინატთა გარდაქმნებისას 
გარდაიქმნება ისევე, როგორც კოორდინატების დიფერენციალები, ე.ი.  

ఓܸ(ݔ) → ܸᇱఓ(ݔᇱ) =߲ݔᇱఓ߲ݔఒଷ
ఒୀ ఒܸ(ݔ). 

დაუשვათ, გვაქვს ორი ვექტორული ველი ఓܸ(ݔ) და ఓܹ(ݔ). თუ שევადგენთ ამ 
ვექტორების სკალარულ ნამრავლს 

(ݔ)ܸ ∙ (ݔ)ܹ ≡  ఓఔߟ ఓܸ(ݔ) ఔܹ(ݔ)ଷ
ఓ,ఔୀ  

მივიღებთ ინვარიანტს, რაც იმას ნიשნავს, რომ ߟఓఔܸ′ఓ(ݔ)ܹ′ఔ(ݔ) = ఒఘߟ ఒܸ(ݔ) ఘܹ(ݔ). 
კერძოდ, ინვარიანტს წარმოადგენს სიდიდე ߟఒఘ ఒܸ(ݔ)݀ݔఘ. 

ბოლო თანაფარდობების שემოწმება ადვილია, თუ გამოვიყენებთ გარდაქმნე-
ბის ფორმულებს. 

ახლა განვიხილოთ სკალარული ფუნქციის დიფერენციალი 

(ݔ)݂݀ =  ఓݔ߲݂߲ ఓଷݔ݀
ఓୀ = ߜఓఔ ఓݔ߲݂߲ ఔଷݔ݀

ఓୀ 	. 



 55

როგორც აღვნიשნეთ, მინკოვსკის ტენზორი აკმაყოფილებს ტოლობებს 

ߟఓఒߟఒఔଷ
ఒ =  .	ఓఔߜ

ამ ფაქტის გამოყენებით დიფერენციალი שეიძლება გადაიწეროს שემდეგი სახით: 

(ݔ)݂݀ =ߟఓఒߟఒఔଷ
ఒୀ

ఓݔ߲݂߲ ఔݔ݀ =ߟఒఔ∇ఒ݂(ݔ)݀ݔఔଷ
ఒୀ 	, 

სადაც שემოღებულია აღნიשვნა ∇ఒ݂(ݔ) = ఒఓߟ  .ఓݔ߲݂߲
ვინაიდან სკალარული ფუნქციის დიფერენციალი ინვარიანტული სიდიდეა, 

ვღებულობთ, რომ სიდიდე  ߟఒఔ∇ఒ݂(ݔ)݀ݔఔଷ
ఒୀ =  .ݒ݊݅

მაשასადამე, სიდიდეები ∇ఒ݂(ݔ) წარმოადგენენ ვექტორული ველის კომპონენ-
ტებს. ამ ვექტორული ველისათვის სამართლიანია გარდაქმნის კანონი  

∇ఓ݂(ݔ) → ∇ᇱఓ݂ᇱ(ݔᇱ) =߲ݔᇱఓ߲ݔఒ ∇ఒ݂(ݔ)ଷ
ఒୀ . 

დიფერენციალურ ოპერატორს ∇ఓ=ߟఓఒ ఒଷݔ߲߲
ఒୀ  

ეწოდება მინკოვსკის სივრცის გრადიენტის ოპერატორი. ფუნქციის გრადიენტის 
მდგენელებია  ∇ఓ݂(ݔ) = ൬− ݔ߲݂߲ 	 ,  .൰(ݔ)݂ࢺ

 ირად გამოვიყენებთשი ჩვენ მუნჯი ინდექსებით დაჯამებისას ხשემდგომש
გამარტივებულ שეთანხმებას, რომელიც არ მოითხოვს მეტრიკული ტენზორის 
ცხადი სახით ამოწერას. კერძოდ, ვიგულისხმებთ, რომ ܽ = (ܽ, ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ) და ܾ = (ܾ, ܾଵ, ܾଶ, ܾଷ) 4-ვექტორების ნამრავლი שეიძლება ჩაიწეროს, როგორც ܽ ∙ ܾ = ఓఔܽఓܾఔߟ ≡ ܽఓ ఓܾ. 

მაგალითად, ݀ݔఓ݀ݔఓ ≡ ଶݔ݀− + ଵଶݔ݀ + ଶଶݔ݀ + ఔܤఓఔܣ ଷଶݔ݀ ≡ ܤఓܣ− +  ܤఓܣ
და  ა.ש.  აქვე שევთანხმდეთ, რომ ბერძნული ასოებით აღნიשნული ინდექსები ღე-
ბულობენ ოთხ მნიשვნელობას (0, 1, 2, 3), ხოლო ლათინური ასოებით აღნიשნული 
ინდექსები იღებენ მნიשვნელობებს (1, 2, 3). ამგვარად,  ܽఓ ఓܾ = −ܾܽ + ܾܽ = −ܾܽ + ࢇ ∙  .࢈
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აქ ࢇ ∙ -ევკლიდური სივრცის სკალარულ ნამ ܦწარმოადგენს ჩვეულებრივი 3 ࢈
რავლს ࢇ ∙ ࢈ = ܽଵܾଵ + ܽଶܾଶ + ܽଷܾଷ. 

მონკოვსკის სივრცის სკალარული ნამრავლისათვის ასევე გამოიყენება აღნიשვნა ܽ∙ܾ ≡ ܽఓ ఓܾ	. 
§6.2.* დიფერენციალური ოპერატორები და ტენზორული ველები 
მინკოვსკის სივრცეשი 

ვექტორული ველი წარმოადგენს ოთხი ფუნქციის ერთობლიობას, რომელიც 
კოორდინატთა გარდაქმნისას გარდაიქმნება იმავე წესით, როგორც კოორდინატე-
ბის დიფერენციალები ܣఓ(ݔ) → (ᇱݔ)ᇱఓܣ =߲ݔᇱఓ߲ݔఔଷ

ఔୀ  .(ݔ)ఔܣ
აქ שეგვიძლია გამოვიყენოთ ∇ఓ-ოპერატორის განმარტება, მუნჯი ინდექსებით 

დაჯამების წესი 

߲ݔᇱఓ߲ݔఔଷ
ఔୀ (ݔ)ఔܣ =ൣߟఔఒ∇ఒݔ′ఓ൧ଷ

ఔୀ (ݔ)ఔܣ ≡ ൣ∇ఔݔ′ఓ൧ܣఔ(ݔ) 
და ვექტორის გარდაქმნის წესი ჩავწეროთ שემდეგი שემოკლებული სახით: ܣఓ(ݔ) → (ᇱݔ)ᇱఓܣ = ൣ∇ఔݔ′ఓ൧ܣఔ(ݔ). 

მინკოვსკის სივრცის მეორე რანგის ტენზორი არის 16-კომპონენტიანი ობიექ-
ტი, რომელიც გარდაქმნება שემდეგი წესის თანახმად: 

ఓܸఔ(ݔ) → ܸᇱఓఔ(ݔᇱ) = ൣ∇ఒݔ′ఓ൧ൣ∇ఘݔ′ఔ൧ ఒܸఘ(ݔ). 
ამგვარი სიდიდის მაგალითია ტენზორი  ߘఓܣఔ(ݔ). שევადგინოთ მეორე რანგის 

ანტისიმეტრიული ტენზორი ܨఓఔ(ݔ) = (ݔ)ఔܣఓߘ − ఓఔܨ (ݔ)ఓܣఔߘ =  ,ఔఓܨ−

რომელსაც აქვს 6 დამოუკიდებელი კომპონენტი: ܨଵ, ,ଶܨ ;ଷܨ ,ଵଶܨ								 ,ଶଷܨ  .			ଷଵܨ
სამგანზომილებიანი ორთოგონალური გარდაქმნებისას ݀ݔ → ݔ݀					,ݔ݀ → ݔ߲′ݔ߲  .	ݔ݀
კომპონენტები ܨ ≡ -სივრცის ვექტო ܦ გარდაიქმნებიან ისევე, როგორც 3ܧ

რები. ასევე ვექტორული ხასიათი აქვს ე.წ. დუალურ ვექტორს  ଵଶ ܨߝ ≡  .ܤ
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მართლაც, ორთოგონალური გარდაქმნების დროს  ߝܨ → ᇱܨᇱߝ = ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ ߝ ݔᇱ߲ݔ߲ ௦ݔᇱ߲ݔ߲ ௦ܨ = ݔᇱ߲ݔ߲ ௦ܨߝ௦ߜߜ = 

= ݔᇱ߲ݔ߲  .	(௦ܨ௦ߝ)
ბოლო ტოლობის გამოყვანისას ჩვენ გამოვიყენეთ ორთოგონალური გარდაქ-

მნების თვისება ߲ݔᇱ߲ݔ =  .	ᇱݔ߲ݔ߲
ამგვარად, მეორე რანგის ანტისიმეტრიული ტენზორი ܨఓఔ ეკვივალენტურია 

ორი 3-ვექტორისა: ࡱ და .  
მინკოვსკის სივრცეשი განმარტებულია ინვარიანტული კვადრატული ფორმა ݀ݏଶ = ఔݔఓ݀ݔఓఔ݀ߟ ≡ ,ߤ						,ఓݔఓ݀ݔ݀ ߥ = 0,1,2,3	, 

სადაც  მეტრიკული ტენზორი  ݀݅ܽ݃	ߟఓఔ = (−1,1,1,1) აკმაყოფილებს პირობას ൣ∇ఒݔ′ఓ൧ൣ∇ఘݔ′ఓ൧ =  .	ఒఘߟ
სხვა სიტყვებით, მეორე რანგის მეტრიკული ტენზორი ინვარიანტულია კოორ-

დინატთა გარდაქმნის მიმართ.  
მინკოვსკის სივრცის მეორე ინვარიანტული სიდიდეა მეოთხე რანგის სრუ-

ლიად ანტისიმეტრიული ფსევდოტენზორი ߝఓఔఘఙ,			ߝଵଶଷ = ఓఔఘఙߝ 		1+ → ൣ∇ఈݔ′ఓ൧ൣ∇ఉݔ′ఔ൧ൣ∇ఊݔ′ఘ	൧[∇ఋݔ′ఙ]ߝఈఉఊఋ = ఓఔఘఙߝ det ቈ߲ݔ′ఛ߲ݔఒ 	 . 
გრადიენტის ოპერატორის გამოყენებით שეიძლება ავაგოთ: 

• სკალარული ველის 4-გრადიენტი ߘఓ݂(ݔ) = ቀ− డడ௫బ ,			સ݂ቁ; 
• ვექტორული ველის 4-დივერგენცია ߘఓܣఓ(ݔ) = ݔ߲ܣ߲− + સ ∙  .

რაც שეეხება 4-როტორს, שესაძლებელია მეორე რანგის ანტისიმეტრიული 
ორი ტენზორული ველის განმარტება: ܨఓఔ = ఔܣఓߘ −  ఓܣఔߘ
და 

∗ ఓఔܨ =  ఘఙଷܨఓఔఘఙߝ
ఘ,ఙୀ	 	. 
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ლაპლასის ოპერატორის ოთხგანზომილებიანი ანალოგი არის ე.წ. დალამბე-
რის ოპერატორი ߘఓߘఓ = − ߲ଶ߲ݔଶ + ∆	. 
§6.3.* ზოგადი ტენზორული ანალიზის საწყისი ცნებები 

წინა პარაგრაფებשი გავეცანით ტენზორული სიდიდეების განმარტებას ევკ-
ლიდურ და ფსევდოევკლიდურ სივრცეებשი. ამ განმარტებებს საფუძვლად დაედო 
კოორდინატის დიფერენციალისა და კერძო წარმოებულის გარდაქმნის წესები ݀ݔ → ′ݔ݀ = ݔ߲′ݔ߲ 												 ݔ߲߲ → ′ݔ߲߲ = ′ݔ߲ݔ߲  .	ݔ߲߲

ახლა განვიხილოთ კოორდინატების ზოგადი გარდაქმნები, ე.ი. ჩავთვალოთ, 
რომ ახალი კოორდინატები არის ძველი კოორდინატების ნებისმიერი ფუნქციები.   

ქვემოთ განვიხილავთ ზოგადი ܰ-განზომილებიანი სივრცის კოორდინატთა 
გარდაქმნებს. ამჯერად მოსახერხებელი ხდება კოორდინატებისათვის ინდექსების 
ზედა განლაგების გამოყენება.  ݔ → ′ݔ = ,ଵݔ)ᇱݔ ,ଶݔ … ,  (ݔ

კორდინატების დიფერენციალები და კერძო წარმოებულები გარდაიქმნებიან 
ნაცნობი წესით ݀ݔ → ᇱݔ݀ = ݔᇱ߲ݔ߲ ݔ݀	 											 ݔ߲߲ → ′ݔ߲߲ = ′ݔ߲ݔ߲  .	ݔ߲߲

პრინციპული განსხვავება დეკარტულ კოორდინატების שემთხვევისაგან 
მდგომარეობს იმაשი, რომ ამჯერად, საზოგადოდ, ߲ݔᇱ߲ݔ ≠  ′ݔ߲ݔ߲
და გვაქვს ორი ტიპის ვექტორი ერთმანეთისაგან განსხვავებული ტრანსფორმაცი-
ული თვისებებით. 

კონტრავარიანტული ეწოდება ვექტორს, რომლის მდგენელები კოორდინატ-
თა ცვლილებისას გარდაიქმნებიან ისევე, როგორც კოორდინატების დიფერენცი-
ალები  ܸ(ݔ) → ܸᇱ(ݔᇱ) = ݔᇱ߲ݔ߲ 	ܸ(ݔ). 

კოვარიანტული ეწოდება ვექტორს, რომელიც გარდაიქმნება, როგორც სკა-
ლარული ფუნქციის გრადიენტი 

ܷ(ݔ) → ܷᇱ(ݔ) = ′ݔ߲ݔ߲ ܷ(ݔ)	. 
ამ ორი განსხვავებული ტიპის ვექტორს ჩვენ ვარჩევთ ინდექსების ზედა-

ქვედა განლაგებით.  
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მოყვანილი გარდაქმნის წესი განსხვავდება დეკარტული კოორდინატების გა-
რდაქმნის კანონიდან იმ მნიשვნელოვანი გარემოებით, რომ ახლა გარდაქმნის მატ-
რიცა  ܯ (ݔ) = ݔᇱ߲ݔ߲  

წარმოადგენს ლოკალურ სიდიდეს, ე.ი. დამოკიდებულია სივრცის წერტილის კოო-
რდინატებზე. 

ისევე, როგორც დეკარტული კოორდინატების שემთხვევაשი, ახლაც שეგვიძ-
ლია განვმარტოთ სხვადასხვა რანგის ტენზორები. ამასთან, שესაძლოა ტენზორუ-
ლი ინდექსების განლაგების სხვადასხვა კომბინაცია. როგორც მაგალითი, მოვიყვა-
ნოთ მეორე რანგის ტენზორთა სამი განსხვავებული ტიპი: 
ა) კონტრავარიანტული ტენზორი ܶ(ݔ) → ܶᇱ(ݔᇱ) = ݔᇱ߲ݔ߲ ݔᇱ߲ݔ߲ 	ܶ(ݔ); 
ბ) שერეული ტენზორი 

ܶ(ݔ) → ܶᇱ (ᇱݔ) = ݔᇱ߲ݔ߲ ′ݔ߲ݔ߲ ܶ(ݔ)	; 
გ) კოვარიანტული ტენზორი 

ܶ(ݔ) → ܶᇱ(ݔᇱ) = ′ݔ߲ݔ߲ ′ݔ߲ݔ߲ ܶ(ݔ)	. 
განსაკუთრებულად მნიשვნელოვანია ისეთი სივრცეები, სადაც განმარტებუ-

ლია ინვარიანტული ფუნდამენტური კვადრატული ფორმა ݀ݏଶ = ݃(ݔ)݀ݔ݀ݔ. 
ასეთი ტიპის სივრცეს რიმანის სივრცეს უწოდებენ. მივაქციოთ ყურადღება 

მუნჯი ინდექსების ზედა-ქვედა განლაგებას. 
რადგანაც ფორმა ინვარიანტულია, სრულდება პირობა ݃′(ݔ′)݀ݔᇱ݀ݔ′ = ݃(ݔ)݀ݔ݀ݔ, 

საიდანაც ვღებულობთ ݃ᇱ(ݔᇱ) ݔᇱ߲ݔ߲ ݔ݀	 ݔᇱ߲ݔ߲ ݔ݀	 = ݃(ݔ)݀ݔ݀ݔ	. 
მაשასადამე, ݃ᇱ(ݔᇱ) = ᇱݔ߲ݔ߲ ᇱݔ߲ݔ߲ ݃(ݔ).									 

სიდიდეები ݃(ݔ) ქმნიან მეორე რანგის სიმეტრიულ ტენზორს, რომელსაც 
რიმანის სივრცის მეტრიკული ტენზორი ეწოდება. 

მეტრიკული ტენზორის שებრუნებული ტენზორი განიმარტება ტოლობით 

݃݃ =  .ߜ
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-ევკვეცოთ კონტრავარიანტული ვექტორი მეტრიკული ტენზორით და ვნაש
ხოთ ამ ობიექტის გარდაქმნის წესი: 

ܸ݃ → ݃′ܸ′ = ᇱݔ߲ݔ߲ ᇱݔ߲ݔ߲ ݃ ݔᇱ߲ݔ߲ 	ܸ = ᇱݔ߲ݔ߲ ܸ	݃ߜ = 

= డ௫ೖడ௫ᇲ ൫݃	ܸ൯. 
ამგვარად,  

ܸ = ܸ݃ 

წარმოადგენს კოვარიანტულ ვექტორს. 
ანალოგიურად שეგვიძლია განვახორციელოთ ინდექსის აწევის ოპერაცია ܸ = ݃ ܸ. 

საზოგადოდ, უნდა გვახსოვდეს, რომ როგორც ܸ, ასევე ܸ წარმოადგენენ 
ერთი და იმავე ვექტორის კონტრავარიანტულ და კოვარიანტულ კომპონენტებს. 
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ლექცია 7 
 

§7.1.* დიფერენციალური ფორმები ℝଷ-სივრცის დეკარტულ კოორდინატებს ݔ, ,ݕ  ევუსაბამოთ სამი ახალიש ݖ
ტიპის სიდიდე: ݔࢊ, ,ݕࢊ  .ݖࢊ

ამ ობიექტებს ეწოდებათ საბაზისო დიფერენციალური 1-ფორმები. ყურად-
ღება უნდა მიექცეს იმ გარემოებას, რომ שემოღებული სიმბოლოები არ წარმოად-
გენენ დამოუკიდებელი კოორდინატების დიფერენციალებს, ე.ი. ݔࢊ ≠ ݕࢊ ,ݔ݀ ≠ ݖࢊ ,ݕ݀ ≠    .ݖ݀

1-ფორმების გარდა, სამგამზომილებიან სივრცეשი განმარტებულია 2-ფორმები  

ݕࢊ⋀ݔࢊ       = ݖࢊ⋀ݕࢊ									,ݔࢊ⋀ݕࢊ− = ݔࢊ⋀ݖࢊ												,ݕࢊ⋀ݖࢊ− =  					ݖࢊ⋀ݔࢊ−
და 3-ფორმა ݖࢊ⋀ݕࢊ⋀ݔࢊ = ݖࢊ⋀ݔࢊ⋀ݕࢊ− =  .		ݕࢊ⋀ݔࢊ⋀ݖࢊ

სიმბოლოს ⋀ ეწოდება გარე ან ირიბი ნამრავლის ნიשანი. რაც שეეხება ჩვეუ-
ლებივ ფუნქციებს, მათ ეწოდებათ 0-ფორმები. 

ამგვარად, სამგანზომილებიან სივრცეשი არსებობს დიფერენციალური  ფორ-

მების ოთხი განსხვავებული ტიპი  ߉(ℝଷ): 
: 0-ფორმები  ߮()߉  (0 =     ;ܨ

ଵ: 1-ფორმები  ߮(ଵ)߉  (1 = ݔࢊܣ + ݕࢊܤ +   ;ݖࢊܥ
ଶ: 2-ფორმები  ߮(ଶ)߉  (2 = ݖࢊ⋀ݕࢊܮ ࢞݀⋀ݖࢊܯ+ +  ;࢟݀⋀࢞ࢊܰ
ଷ∶: 3-ფორმები  ߮(ଷ)߉ (3 =  .ݖࢊ⋀ݕࢊ⋀ݔࢊܦ

ამ გამოსახულებებשი ܨ, ,ܣ ,ܤ ,ܥ ,ܦ ܮ …	 წარმოადგენენ (ݔ, ,ݕ -ცვლადების ჩვე (ݖ
ულებრივ სკალარულ ფუნქციებს. 

დიფერენციალური ფორმების მაგალითებია: 

• 0-ფორმა  ߮() = ݕଶݔ + ݁௭ ; 
• 1-ფორმა  ߮(ଵ) = ݔࢊଶݔ + ݖݕ) +  ;  ݖࢊ(1
• 2-ფორმა  ߮(ଶ) = ݖࢊ⋀ݕࢊݖݕݔ + ݔ݀⋀ݖࢊ௬݁ݔ +  ; ݕࢊ⋀ݔࢊ2

• 3-ფორმა ߮(ଷ) = ଶݔ) + ݖݕݔ +  .	ݖࢊ⋀ݕࢊ⋀ݔࢊ(ଷݖ2
დიფერენციალური ფორმებისათვის სამართლიანია שემდეგი წესები: 

ა) განმარტებულია ერთი და იმავე რიგის ორი დიფერენციალური ფორმის ჯამი ߮() + ߱() =  .()ߪ
მაგალითად, თუ გვაქვს 1-ფორმები  ߶(ଵ) = ݔࢊܣ + ݕࢊܤ + და ߰(ଵ) ݖࢊܥ = ݔࢊܽ + ݕࢊܾ +  ,	ݖࢊܿ
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მაשინ მათი ჯამი მოგვცემს 1-ფორმას ߶(ଵ) + ߰(ଵ) = ܣ) + ݔࢊ(ܽ + ܤ) + ݕࢊ(ܾ + ܥ) +  .ݖࢊ(ܿ
ბ) არ განიმარტება განსხვავებული რიგის ფორმების ჯამი. მაგალითად,  ߶(ଵ) + ߰(ଶ) 

არ არის დაשვებული. 
გ) განმარტებულია ფორმების ნამრავლი ჩვეულებრივ ფუნქციაზე ݂(ݔ, ,ݕ  .ე.ი ,(ݖ

0-ფორმაზე. მაგალითად, 2-ფორმისათვის  ߮(ଶ) = ݖࢊ⋀ݕࢊݖݕݔ + ݔ݀⋀ݖࢊ௬݁ݔ +  ݕࢊ⋀ݔࢊ2

გვექნება ݂(ݔ, ,ݕ (ݖ ∙ ߮(ଶ) = ݂ ∙ ݖࢊ⋀ݕࢊݖݕݔ) + ݔ݀⋀ݖࢊ௬݁ݔ + (ݕࢊ⋀ݔࢊ2 = = ݖࢊ⋀ݕࢊݖݕݔ݂ + ݔࢊ⋀ݖࢊ௬݁ݔ݂ +  ݕࢊ⋀ݔࢊ2݂

და ნამრავლი ݂߮(ଶ) კვლავ 2-ფორმას წარმოადგენს. ݇-ფორმების მიმატება კომუტაციური და ასოციაციურია, ხოლო ფუნქციაზე გამ-

რავლება  – დისტრიბუციული. ამრიგად, ݇-ფორმები ქმნიან წრფივ სივრცეს ߉(ℝଷ). 
დიფერენციალური ფორმების გამრავლება წარმოადგენს ე.წ. გრასმანის ალ-

გებრის მაგალითს ݔࢊ⋀ݔࢊ = ݕࢊ⋀ݕࢊ = ݖࢊ⋀ݖࢊ = ݕࢊ⋀ݔࢊ 0 = ݖࢊ⋀ݕࢊ			,ݔࢊ⋀ݕࢊ− = ,ݕࢊ⋀ݖࢊ− ݔࢊ⋀ݖࢊ = ݇) ფორმის ნამრავლი ݈-ფორმაზე იძლევა-݇ .ݖࢊ⋀ݔࢊ− + ݈)-ფორმას (იგულისხმება, რომ ݇ + ݈ ≤ 3) ߮()⋀߱() =  .(ା)ߟ
დიფერენციალური ფორმების გამრავლება არ არის კომუტაციური. שეიძლება 

ვაჩვენოთ, რომ  ߮()⋀߱() = = (ା)ߟ (−1)߱()⋀߮() 
თუ ფორმის რიგი ݇ კენტი რიცხვია, მაשინ ߮()⋀߮() = 0. 

დ) განმარტებულია გარე დიფერენცირების ოპერაცია ࢊ: მაგალითად, თუ მოცე-
მულია 0-ფორმა (ფუნქცია) ߮ = ,ݔ)ܣ ,ݕ -ინ გარე დიფერენცირებით მივიשმა ,(ݖ
ღებთ 1-ფორმას ߮ࢊ = ݔ߲ܣ߲ ݔࢊ + ݕ߲ܣ߲ ݕࢊ + ݖ߲ܣ߲  .	ݖࢊ
თუ გვაქვს 1-ფორმა ߮ = ݔࢊܣ + ݕࢊܤ +  ,	ݖࢊܥ
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მაשინ ამ 1-ფორმის გარე დიფერენცირების שედეგად მივიღებთ 2-ფორმას ߮ࢊ = ݔࢊ⋀ܣࢊ	 + ݕࢊ⋀ܤࢊ + ݖࢊ⋀ܥࢊ = ൫ܥ௬ − ݖࢊ⋀ݕࢊ௭൯ܤ + ௭ܣ) − ࢞݀⋀ݖࢊ(௫ܥ ++൫ܤ௫ −   .࢟݀⋀࢞ࢊ௬൯ܣ

2-ფორმისათვის ߮ = ݖࢊ⋀ݕࢊܣ + ݔࢊ⋀ݖࢊܤ +  .	ݕࢊ⋀ݔࢊܥ
߮ࢊ  ესაბამისად,  გვექნებაש = ݖࢊ⋀ݕࢊ⋀ܣࢊ + ݔࢊ⋀ݖࢊ⋀ܤࢊ + ݕࢊ⋀ݔࢊ⋀ܥࢊ = ൫ܣ௫ + ௬ܤ +  .ݖࢊ⋀ݕࢊ⋀ݔࢊ௭൯ܥ

3-ფორმის გარე დიფერენციალი ნულის ტოლია ߮ = ߮ࢊ ݖࢊ⋀ݕࢊ⋀ࢊܣ = ݖࢊ⋀ݕࢊ⋀࢞݀⋀ܣࢊ = 0. 

ამგვარად, ݇-ფორმის გარე დიფერენციალი არის (݇ + 1)-ფორმა. ჩამოვთვა-
ლოთ ݇-ფორმების გარე დიფერენცირების ძირითადი თვისებები: 

൫ܿଵ߶ଵ()ࢊ .1 + ܿଶ߶()൯ = ܿଵࢊ߶ଵ() + ܿଶࢊ߶ଶ(), 
სადაც ܿଵ,ଶ	-მუდმივი კოეფიციენტებია; 

൯()ߠ൫߮()ࢊ  .2 = ൫߮ࢊ()൯ߠ() + (−1)߮()ߠࢊ(); 
3. ჩაკეტილი ფორმა ეწოდება ისეთ ფორმას, რომლის გარე დიფერენციალი ნუ-

ლის ტოლია ߮ࢊ = 0; 
4. ზუსტი ݇-ფორმა ეწოდება ისეთ ფორმას, რომელიც მიიღება (݇ − 1)-ფორმის 

გარე დიფერენცირებით   ߮ =  ;ߠࢊ
ზუსტი ფორმა ჩაკეტილია ߮ࢊ = (ߠࢊ)ࢊ = 0; 

5. თუ ߮ ݇-ფორმაა, ხოლო ߰ – ჩაკეტილი ݇-ფორმა, მაשინ ࢊ(߮ + ߰) =  ;߮ࢊ

6. თუ  ߮ࢊଵ =   ,ଶ߮ࢊ
მაשინ ߮ଶ = ߮ଵ + ߰, სადაც ߰ არის ჩაკეტილი ფორმა. 

                    ესაბამისობა დიფერენციალურ ფორმებსა დაש *.7.2§
ვექტორულ ველებს שორის 

სამგანზომილებიან დეკარტულ სივრცეשი ℝଷ:	ݔ = ,ଵݔ) ,ଶݔ -ଷ) ჩვენ განმარტეݔ
ბული გვაქვს სკალარული, ვექტორული და ტენზორული ველები. ამ განმარტე-
ბებს საფუძვლად ედება კოორდინატების დიფერენციალების გარდაქმნის წესი 
კოორდინატთა სისტემის გარდაქმნებისას: 
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ݔ → ݔ݀								:ᇱ(௫)ݔ → ᇱݔ݀ = ݔᇱ߲ݔ߲  .ݔ݀
როგორც ვიცით, ტენზორული ველების გაწარმოებით שეიძლება მივიღოთ 

სხვა ველები. ასე მაგალითად, (ݔ)ܨ სკალარული ფუნქციის გრადიენტი არის ვექ-
ტორი સ	ܨ = ଵࢋ ଵݔ߲ܨ߲ + ଶࢋ ଶݔ߲ܨ߲ + ଷࢋ ଷݔ߲ܨ߲ = ࢋ ვექტორული ველის როტორი არის ვექტორი  સ (ݔ)ࢂ .	ݔ߲ܨ߲ × ࢂ	 = ߝࢋ ߲ ܸ߲ݔ	, 
ხოლო ვექტორული ველის დივერგენცია წარმოადგენს სკალარულ ველს સ ∙ ࢂ = ߲ ܸ߲ݔ	. 

განვიხილოთ ანალოგიური ოპერაციები დიფერენციალური ფორმებისათვი-
საც. თავდაპირველად שემოვიღოთ שესაბამისობის წესები: 

1. 0-ფორმა ߮() =  ;(ݔ)ܣ ეესაბამება ფუნქციასש (ݔ)ܣ
2. 1-ფორმა ߮(ଵ) = ଵܸݔࢊଵ + ଶܸݔࢊଶ + ଷܸݔࢊଷ  שეესაბამება ვექტორულ ველს ࢂ = ଵࢋ ଵܸ + ଶࢋ ଶܸ + ଷࢋ ଷܸ; 
3. 2-ფორმა ߮(ଶ) = ଵܷݔࢊଶ⋀ݔࢊଷ + ܷଶݔࢊଷ⋀ݔࢊଵ + ܷଷݔࢊଵ⋀ݔࢊଶ	 שეესაბამება 

ვექტორულ ველს ࢁ = ଶࢋ × ଷࢋ ଵܷ + ଷࢋ × ଵܷଶࢋ + ଵࢋ × ଶࢋ ଷܷ; 
4. 3-ფორმა ߮ =  .(ݔ)ܣ ეესაბამება სკალარულ ფუნქციასש 	ଷݔࢊ⋀ଶݔࢊ⋀ଵݔࢊܣ
 

ეს שესაბამისობა שეიძლება ჩამოვაყალიბოთ საბაზისო დიფერენციალური 
ფორმების და კოორდინატული ორტების ენაზე: ݔࢊ ↔ ݔࢊ⋀ݔࢊ											ࢋ ↔  .ࢋ	ߝ

აქვე აღვნიשნოთ, რომ שესაბამისობის ამ წესების მკაცრი მათემატიკური და-
საბუთება ცდება ჩვენი კურსის ფარგლებს და მოყვანილი ანალოგიები ატარებენ 
ერთგვარად ზედაპირულ, თუმცა ეფექტურ, ხასიათს.  

-ეიძლება ჩაიწეროს დიფერენციალური ოპერატორებიש ესაბამისობის წესებიש
სა და გარე  დიფერენცირების წესების გამოყენებით. 

დაუשვათ, გვაქვს სკალარული ფუნქცია –  0-ფორმა  ߶()(ݔ) =  .(ݔ)߶
ამ ფუნქციის გრადიენტს સ߶(ݔ) = ࢋ  ݔ߲߶߲
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(ݔ)ეესაბამება 1-ფორმა ߶(ଵ)ש = (ݔ)()߶ࢊ = ݔࢊ  .	ݔ߲߶߲
ვექტორულ ველის שესაბამისი 1-ფორმიდან ܣ(ଵ) = ଵݔࢊଵܣ + ଶݔࢊଶܣ +  ଷݔࢊଷܣ
გარე დიფერენცირებით მივიღებთ 2-ფორმას ܨ(ଶ) = (ଵ)ܣࢊ = ଶݔଵ߲ܣ߲ ଵݔࢊ⋀ଶݔࢊ + ଷݔଵ߲ܣ߲ ଵݔࢊ⋀ଷݔࢊ + 

ଵݔଶ߲ܣ߲+ ଶݔࢊ⋀ଵݔࢊ + ଷݔଶ߲ܣ߲ ଶݔࢊ⋀ଷݔࢊ + ଵݔଷ߲ܣ߲ ଷݔࢊ⋀ଵݔࢊ + ଶݔଷ߲ܣ߲  .	ଷݔࢊ⋀ଶݔࢊ
გარე ნამრავლის ანტიკომუტაციის თვისების გამოყენებით მივიღებთ  ܨ(ଶ) = ൬߲ܣଷ߲ݔଶ − ଷݔࢊ⋀ଶݔࢊଷ൰ݔଶ߲ܣ߲ + ൬߲ܣଵ߲ݔଷ − ଵݔࢊ⋀ଷݔࢊଵ൰ݔଷ߲ܣ߲ + ൬߲ܣଶ߲ݔଵ −  .	ଶݔࢊ⋀ଵݔࢊଶ൰ݔଵ߲ܣ߲
ამგვარად, მიღებული 2-ფორმა שეესაბამება ვექტორული ველის როტორს. 
დაუשვათ, რომ გვაქვს 2-ფორმა Φ(ଶ) = ଵܸݔࢊଶ⋀ݔࢊଷ + ଶܸݔࢊଷ⋀ݔࢊଵ + ଷܸݔࢊଵ⋀ݔࢊଶ. 
გარე დიფერენცირებით მივიღებთ 3-ფორმას ࢊΦ(ଶ) = ߲ ଵܸ߲ݔଵ ଷݔࢊ⋀ଶݔࢊ⋀ଵݔࢊ + ߲ ଶܸ߲ݔଶ ଵݔࢊ⋀ଷݔࢊ⋀ଶݔࢊ + ߲ ଷܸ߲ݔଷ ଶݔࢊ⋀ଵݔࢊ⋀ଷݔࢊ = 

= ൬߲ ଵܸ߲ݔଵ + ߲ ଶܸ߲ݔଶ + ߲ ଷܸ߲ݔଷ൰ݔࢊଵ⋀ݔࢊଶ⋀ݔࢊଷ	, 
რომელიც שეესაბამება ܸ(ݔ) ვექტორული ველის დივერგენციას. 

ამრიგად, ვღებულობთ שესაბამისობის שემდეგ წესებს: ߶(ݔ) 												↔ 												߶()(ݔ)	; સ߶(ݔ) 									↔ 												 (ݔ) ;	(ݔ)()߶ࢊ 												↔ 												 (ݔ)	ݐݎ ;	(ݔ)(ଵ)ܣ 					↔ 												 (ݔ)ࢂ ;	(ݔ)(ଵ)ܣࢊ 													↔ 												 ܸ(ଶ)(ݔ)	; ݀݅ݒ	(ݔ)ࢂ 					↔  .(	ݔ)(ଶ)ܸࢊ								
3-განზომილებიან სივრცეשი ჰოჯის დუალობის ოპერაცია ∗ ამყარებს კავשირს ݇-ფორმებსა და  (3 − ݇)-ფორმებს שორის. ეს წესები שემდეგשი მდგომარეობს:   ∗ 1 = ∗ ;ݖࢊ⋀ݕࢊ⋀ݔࢊ ݔࢊ = ,ݖࢊ⋀ݕࢊ ∗ ݕࢊ = 								,ݔࢊ⋀ݖࢊ ∗ ݖࢊ = ∗ ;	ݕࢊ⋀ݔࢊ (ݖࢊ⋀ݕࢊ) = ,ݔࢊ ∗ (ݔࢊ⋀ݖࢊ) = 						,ݕࢊ ∗ (ݕࢊ⋀ݔࢊ) = ∗ ;ݖࢊ (ݖࢊ⋀ݕࢊ⋀ݔࢊ) = 1. 
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ლექცია 8 

§8.1.* დიფერენციალური ფორმების ინტეგრება  

დაუשვათ, რომ მოცემული გვაქვს 1-ფორმა ߮(ଵ) = ݔࢊଵܣ + ݕࢊଶܣ +  ,ݖࢊଷܣ
ხოლო ߪ: [ܽ, ܾ] → ℝଷ წარმოადგენს წირს 3-განზომილებიან სივრცეשი. ჩავთვალოთ, 
რომ ეს წირი მოცემულია პარამეტრული სახით ݔ = ܽ										,(ݐ)ݔ ≤ ݐ ≤ ܾ. 

1-ფორმის ინტეგრალი ߪ-წირის გასწვრივ არის რიცხვი, რომელიც 
განისაზღვრება, როგორც წირითი ინტეგრალი 

න߮(ଵ)ఙ = නܣଵݔࢊ + ݕࢊଶܣ + ݖࢊଷܣ ∶= න݀ݐ ݐ݀ݔ݀ ܣ
ఙ 	. 

ანალოგიურად, 2-ფორმისათვის ߮(ଶ) = ݖࢊ⋀ݕࢊܣ + ݔࢊ⋀ݖࢊܤ +  ݕࢊ⋀ݔࢊܥ

ეიძლება განისაზღვროს ზედაპირული ინტეგრალი ඵ߮(ଶ):=ௌש ඵݖࢊ⋀ݕࢊܣ + ݔࢊ⋀ݖࢊܤ + ௌݕࢊ⋀ݔࢊܥ 	. 
ამისათვის საჭიროა ܵ ზედაპირის პარამეტრიზაცია ორი დამოუკიდებელი 

პარამეტრის დახმარებით, მაგალითად, ݔ = ,ݑ)ݔ ݕ				,(ݒ = ,ݑ)ݕ ݖ				,(ݒ = ,ݑ)ݖ  ,(ݒ
მაשინ ݕࢊ⋀ݔࢊ = ൬߲ݑ߲ݔ൰ݑࢊ + ൬߲ݒ߲ݔ൰ݒࢊ൨⋀ ൬߲ݑ߲ݕ൰ݑࢊ + ൬߲ݒ߲ݕ൰ݒࢊ൨ = ߲ݑ߲ݔ ݒ߲ݕ߲ − ݒ߲ݔ߲  ݒࢊ⋀ݑࢊ൨ݑ߲ݕ߲

ݔࢊ⋀ݖࢊ = ߲ݑ߲ݖ ݒ߲ݔ߲ − ݒ߲ݖ߲  ݒࢊ⋀ݑࢊ൨ݑ߲ݔ߲

ݖࢊ⋀ݕࢊ = ߲ݑ߲ݕ ݒ߲ݖ߲ − ݒ߲ݕ߲  .	ݒࢊ⋀ݑࢊ൨ݑ߲ݖ߲
2-ფორმის ინტეგრალი განისაზღვრება, როგორც ზედაპირული ინტეგრალი ඵ߮ଶ:=ௌ ඵ݀ݒ݀ݑஊ = 	 ݑ)ܣ, (ݒ ߲ݑ߲ݕ ݒ߲ݖ߲ − ݒ߲ݕ߲ ൨ݑ߲ݖ߲ + 

,ݑ)ܤ+ (ݒ ߲ݑ߲ݖ ݒ߲ݔ߲ − ݒ߲ݖ߲ ൨ݑ߲ݔ߲ + ,ݑ)ܥ (ݒ ߲ݑ߲ݔ ݒ߲ݕ߲ − ݒ߲ݔ߲  ,	൨൩ݑ߲ݕ߲
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სადაც ݑ)ܣ, (ݒ ≡ ,ݑ)ݔ)ܣ ,(ݒ ,ݑ)ݕ ,(ݒ ,ݑ)ݖ ,ݑ)ܤ ,ანალოგიურად .((ݒ ,ݑ)ܥ და (ݒ -ფორ-3 (ݒ
მის שემთხვევაשი ߮(ଷ) =  ݖࢊ⋀ݕࢊ⋀ݔࢊܣ
გვაქვს მოცულობითი ინტეგრალი ම߮ଷ:= මݖ݀ݕ݀ݔ݀ܣ 	. 
§8.2.* სტოქსის განზოგადებული თეორემა 

  .ვნელოვან თეორემასשი გავეცანით ვექტორული ანალიზის სამ მნიש-5.1-5.4§§
ეს თეორემებია: 

ა) გრადიენტის თეორემა න݀࢘ ∙ સΦ(࢘) = න݀Φ = Φ(࢘) − Φ(࢘) ; 
ბ) სტოქსის თეორემა න݀ࡿ ∙ સ × ௌ = ර݀࢘	 ∙ డௌ(࢘) ; 
გ) გაუსის  თეორემა නܸ݀સ ∙ (࢘)	 = ර݀ࡿడ ∙  .(࢘)

დიფერენციალური ფორმების ენაზე ჩამოთვლილი სამი თეორემა წარმოად-
გენს ე.წ. სტოქსის განზოგადებული თეორემის კერძო שემთხვევებს.  

განვიხილოთ ݊-განზომილებიან სივრცე ℝ, სადაც გამოყოფილია -განზომი-
ლებინი שემოსაზღვრული ქვესივრცე (მოცულობა ܯ). ამ მოცულობის საზღვარი 
აღვნიשნოთ, როგორც ߲ܯ. ამგვარად, dimܯ =  ≤ ݊ ;					dim߲ܯ =  − 1. 

დაუשვათ, რომ ݊-განზომილებიან სივრცეשი ℝ მოცემული გვაქვს ( − 1) 
ფორმა ߱(ିଵ). მაשინ სამართლიანია თეორემა  න߱ࢊ(ିଵ) = ර߱(ିଵ)డெெ . 

მივაქციოთ ყურადღება, რომ საინტეგრაციო ფორმის რიგი ემთხვევა ინტეგ-
რაციის არის განზომილებას. 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი: 
1) სივრცე ℝଵ;   = 1.  ავიღოთ 0-ფორმა ܣ,  მაשინ ܣࢊ = ݔ݀ܣ݀  ݔࢊ

და, שესაბამისად, გვაქვს წირითი ინტეგრალი. ამ წირის საზღვარი שედგება ორი 
წერტილისაგან ݔ = ܽ და ݔ = ܾ  
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නܣࢊ =ெ නܣࢊ = න݀ݔ ݔ݀ܣ݀



 	. 

სხვა მხრივ, නܣ = (ܾ)ܣ − డெ(ܽ)ܣ 	. 
ე.ი. ვღებულობთ კალკულუსის ფუნდამენტურ თეორემას:  ݔ݀ ௗௗ௫ = (ܾ)ܣ −  .(ܽ)ܣ
ახლა განვიხილოთ 1-ფორმის მაგალითი ߮ଵ = ݔࢊ௫ܣ + ݕࢊ௬ܣ +  .ݖࢊ௭ܥ
(ଵ)߮ࢊ ესაბამისი 2-ფორმა იქნებაש = ቆ߲ܣ௬߲ݔ − ݕ௫߲ܣ߲ ቇݕࢊ⋀ݔࢊ + ൬߲ܣ௫߲ݖ − ݔ௭߲ܣ߲ ൰ݔࢊ⋀ݖࢊ + ቆ߲ܥ௭߲ݕ − ݖ௬߲ܥ߲ ቇݖࢊ⋀ݕࢊ	. 
ინტეგრაცია უნდა განვახორციელოთ 2-განზომილებიანი არეზე, მაგალითად, ݔ −  .ܵ ი განლაგებულ ფართის ელემენტზეשსიბრტყე ݕ
ამგვარად, න߮ࢊ(ଵ) = නቆ߲ܣ௬߲ݔ − ݕ௫߲ܣ߲ ቇݕࢊ⋀ݔࢊ = න݀ݕ݀ݔ ቆ߲ܣ௬߲ݔ − ݕ௫߲ܣ߲ ቇௌௌௌ = න݀ࡿ ∙ ௌ	ݐݎ 	. 

ܵ	 ფართის საზღვარი არის წირი ∂ܵ. მაשინ 

ර߮(ଵ) =பௌ රܣ௫ݔࢊ + ݕࢊ௬ܣ =பௌ න݀ݐ ݀ݐ݀ݔ ௫ܣ + ݐ݀ݕ݀ ௬൨ܣ = න݀(࢘)࢘ ≡ න݀ݔడௌ பௌܣ

 	. 

ტოლობიდან  න߮ࢊ(ଵ) =ௌ ර߮(ଵ)பௌ  

ვღებულობთ სტოქსის თეორემას න݀ࡿ ∙ ௌ	ݐݎ = ර݀(࢘)࢘డௌ 	. 
განვიხილოთ 2-ფორმა 

 ߮(ଶ) = ݖࢊ⋀ݕࢊ௫ܣ + ࢞݀⋀ݖࢊ௬ܤ +  .࢟݀⋀࢞ࢊ௭ܥ

(ଶ)߰ࢊ ესაბამისად,  გვექნებაש = ቆ߲ܣ௫߲ݔ + ݕ௬߲ܣ߲ + ݖ௭߲ܣ߲ ቇݖࢊ⋀ݕࢊ⋀ݔࢊ	. 
ტოლობა න߰ࢊ(ଶ) = න߰(ଶ)డூయூయ  
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ݒ݅݀	ݖ݀ݕ݀ݔეესაბამება გაუსის თეორემას ම݀ש = ݀ࡿ ∙ డ	ݐݎ 	. 
ამრიგად, ჩვენ დავრწმუნდით სტოქსის განზოგადებული თეორემის სისწორეשი. 

§8.3.* მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემა 

დიფერენციალური ფორმების გამოყენება მრუდწირულ კოორდინატებשი აად-
ვილებს გრადიენტის, როტორის, დივერგენციისა და ლაპლასიანის გამოთვლებს. 
სამგანზომილებიან სივრცეשი שემოვიღოთ ორთოგონალური მრუდწირული კოორ-
დინატები (ݑଵ, ,ଶݑ -ଶ). უსასრულოდ მცირე სიგრძის ინტერვალის კვადრატი განისაݑ
ზღვრება კვადრატული ფორმით ݀ݏଶ = ൫ℎ(ଵ)݀ݑଵ൯ଶ + ൫ℎ(ଶ)݀ݑଶ൯ଶ + ൫ℎ(ଷ)݀ݑଷ൯ଶ, 
სადაც ℎ(ଵ), ℎ(ଶ) და ℎ(ଷ)  ლამეს მასשტაბური კოეფიციენტებია. მათი დახმარებით 
ჩაიწერება სიგრძის ელემენტი ݅-ური კოორდინატული წირის გასწვრივ  ݀ݏ = ℎ()݀ݑ. 

 ଷ. ნულოვანიݑࢊ ଶ დაݑࢊ ,ଵݑࢊ ემოვიღოთ დიფერენციალური 1-ფორმებიש
ფორმის, ე.ი. სკალარული ფუნქციის,  დიფერენციალი მოიცემა გამოსახულებით ݂ࢊ = ݑ߲݂߲ ݑࢊ = ቆ 1ℎ()  ,ቇ࣓ݑ߲݂߲
სადაც שემოყვანილია 1-ფორმები  ࣓ = ℎ()ݑࢊ				. 

განვიხილოთ 1 ݂ࢊ-ფორმის დუალური 2-ფორმა 

∗ ݂ࢊ = ቆ 1ℎ() ቇݑ߲݂߲ ∗ ࣓ = ቆ 1ℎ(ଵ) ଵቇ࣓ଶݑ߲݂߲ ∧ ࣓ଷ + ቆ 1ℎ(ଶ) ଶቇ࣓ଷݑ߲݂߲ ∧ ࣓ଵ + ቆ 1ℎ(ଷ) ଷቇ࣓ଵݑ߲݂߲ ∧ ࣓ଶ. 
ვინაიდან  ቆ 1ℎ(ଵ) ଵቇ࣓ଶݑ߲݂߲ ∧ ࣓ଷ = ቆℎ(ଶ)ℎ(ଷ)ℎ(ଵ) ଶݑࢊଵቇݑ߲݂߲ ∧  ,	ଷݑࢊ

ვღებულობთ, რომ 

∗ ݂ࢊ = ቆℎ(ଶ)ℎ(ଷ)ℎ(ଵ) ଶݑࢊଵቇݑ߲݂߲ ∧ ଷݑࢊ + ቆℎ(ଵ)ℎ(ଷ)ℎ(ଶ) ଷݑࢊଶቇݑ߲݂߲ ∧ ଵݑࢊ + ቆℎ(ଵ)ℎ(ଶ)ℎ(ଷ) ଵݑࢊଷቇݑ߲݂߲ ∧  .ଶݑࢊ
ლევი-ჩივიტას სრულიად ანტისიმეტრიული ტენზორის გამოყენება მოგვცემს 

∗ ݂ࢊ = 12 ߝ ቆℎ()ℎ()ℎ() ݑࢊቇݑ߲݂߲ ∧  .	ݑࢊ
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მოვძებნოთ მიღებული 2-ფორმის გარე დიფერენციალი ࢊ(∗ (݂ࢊ = 12 ߝ ݑ߲߲ ቆℎ()ℎ()ℎ() ݑࢊቇݑ߲݂߲ ∧ ݑࢊ ∧ ݑࢊ = 

= 12ℎ()ℎ()ℎ() ߝ ݑ߲߲ ቆℎ()ℎ()ℎ() ቇ࣓ݑ߲݂߲ ∧ ࣓ ∧ ࣓	, 
საიდანაც ვიღებთ ტოლობას ࢊ(∗ (݂ࢊ = 1ℎ(ଵ)ℎ(ଶ)ℎ(ଷ) ቈ (ଵ)ݑ߲߲ ቆℎ(ଶ)ℎ(ଷ)ℎ(ଵ) ଵቇݑ߲݂߲ + ܿ. . ࣓ଵ ∧ ࣓ଶ ∧ ࣓ଷ, 
∗ ესაბამისი დუალური 0-ფორმა კი გვაძლევს ლაპლასიანსש ∗)ࢊ (݂ࢊ ≡ ∆݂ = 1ℎ(ଵ)ℎ(ଶ)ℎ(ଷ) ቈ ଵݑ߲߲ ቆℎ(ଶ)ℎ(ଷ)ℎ(ଵ) ଵቇݑ߲݂߲ + ܿ. . 	. 

ამ გამოსახულებებשი აღნიשვნა ܿ. -ნავს ინდექსების ციკლიურ გადანაცვשნი .
ლებას. 

ახლა განვიხილოთ 1-ფორმა ܣ =  .࣓ܣ
ܨ ევადგინოთ 2-ფორმაש = ܣࢊ = ܨ ൯ݑࢊℎ()ܣ൫ࢊ = ݑ߲߲ ൫ܣℎ()൯ݑࢊ ∧ ݑࢊ = 1ℎ()ℎ() ݑ߲߲ ൫ܣℎ()൯࣓ ∧ ࣓ 

და გამოვთვალოთ მისი დუალური 1-ფორმა ∗ ܨ =∗ ܣࢊ = 1ℎ()ℎ() ݑ߲߲ ൫ܣℎ()൯ ∗ (࣓ ∧ ࣓)	. 
ვინაიდან ∗ (࣓ ∧ ࣓) = ࣓ߝ ≡ 1ℎ()  ,ℎ()࣓ߝ

საბოლოოდ ვიღებთ როტორის שესაბამის 1-ფორმის გამოსახულებას მრუდწირულ 
კოორდინატებשი ∗ ܨ = ߝ ℎ()࣓ℎ()ℎ() ݑ߲߲ ൫ܣℎ()൯. 

ახლა დავადგინოთ დივერგენციის დუალური 3-ფორმის სახე. ამისათვის 
განვიხილოთ 2-ფორმა ܸ(ଶ) = ଵܸ࣓ଶ ∧ ࣓ଷ + ଶܸ࣓ଷ ∧ ࣓ଵ + ଷܸ࣓ଵ ∧ ࣓ଶ = = ൣ ଵܸℎ(ଶ)ℎ(ଷ)൧ݑࢊଶ ∧ ଷݑࢊ + ൣ ଶܸℎ(ଷ)ℎ(ଵ)൧ݑࢊଷ ∧ ଵݑࢊ + ൣ ଷܸℎ(ଵ)ℎ(ଶ)൧ݑࢊଵ ∧  .ଶݑࢊ

გამოვთვალოთ ამ ფორმის გარე დიფერენციალი,  ე.ი. 2-ფორმა ܸࢊ(ଶ) = ଵݑ߲߲ ൣ ଵܸℎ(ଶ)ℎ(ଷ)൧ݑࢊଵ ∧ ଶݑࢊ ∧ ଷݑࢊ + ܿ. . = = 1ℎ(ଵ)ℎ(ଶ)ℎ(ଷ) ଵݑ߲߲ ൣ ଵܸℎ(ଶ)ℎ(ଷ)൧࣓ଵ ∧ ࣓ଶ ∧ ࣓ଷ + ܿ. . = ଵ࣓(ࢂ	ݒ݅݀) ∧ ࣓ଶ ∧ ࣓ଷ. 
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ამგვარად, მრუდწირულ კოორდინატებשი ვექტორის დივერგენცია მოიცემა 
გამოსახულებით  ݀݅ݒ	ࢂ = 1ℎ(ଵ)ℎ(ଶ)ℎ(ଷ) ൬ ଵݑ߲߲ ൣ ଵܸℎ(ଶ)ℎ(ଷ)൧ + ଶݑ߲߲ ൣ ଶܸℎ(ଷ)ℎ(ଵ)൧ + ଷݑ߲߲ ൣ ଷܸℎ(ଵ)ℎ(ଶ)൧൰. 
§8.4.*დიფერენციალური ფორმები მინკოვსკის სივრცეשი 

განვიხილოთ 4-განზომილებიანი ფსევდოევკლიდური სივრცე, სადაც რაიმე  ݔ-წერტილის კოორდინატები მოიცემა 4-რიცხვით ݔఓ = ,ݔ) ,ଵݔ ,ଶݔ  .(ଷݔ
გამოვიყენოთ §6.2.-שი שემოღებული აღნიשვნები. მინკოვსკის სივრცის ორი   

4-ვექტორის სკალარული ნამრავლი განისაზღვრება გამოსახულებით ܣఓܤఓ = ܤܣ− + ܤܣ = ܤܣ− +  ∙  .

იგივე שეთანხმებები გამოვიყენოთ გარე ფორმებისათვისაც. განვმარტოთ 
საბაზისო 1-ფორმები  ݔࢊఓ,  
4-ვექტორის שესაბამისი 1-ფორმა ܣ = ఓݔࢊఓܣ = ݔࢊܣ− +   ݔࢊܣ
და 2-ფორმა 

ܣࢊ  = ∇ఘܣఓݔࢊఘ ∧ ఓݔࢊ = ଵଶ ఘݔࢊఘఓܨ ∧  ,ఓݔࢊ
სადაც  ܨఘఓ = ∇ఘܣఓ − ∇ఓܣఘ. 

ტოლობიდან ܣࢊࢊ = 0 
გამომდინარეობს, რომ  ∇ఙܨఘఓݔࢊఙ ∧ ఘݔࢊ ∧ ఓݔࢊ = 0 
და, שესაბამისად, ∇ఙܨఘఓ + ∇ఘܨఓఙ + ∇ఓܨఙఘ = 0. 

გამოვთვალოთ დუალური 2-ფორმა ∗ ܣࢊ = ఘఓܨ12 ∗ ఘݔࢊ ∧ ఓݔࢊ = ఙݔࢊఙఛఘఓߝఘఓܨ12 ∧  ,	ఛݔࢊ
საიდანაც ვიღებთ 3-ფორმას ࢊ ∗ ܣࢊ = 12∇ఠܨఘఓߝఙఛఘఓݔࢊఠ ∧ ఙݔࢊ ∧  ,	ఛݔࢊ
რომლის დუალური 1-ფორმა არის ∗ ࢊ ∗ ܣࢊ = 12∇ఠܨఘఓߝఙఛఘఓ ∗ ఠݔࢊ ∧ ఙݔࢊ ∧ ఛݔࢊ = ࢊ ∗ ܣࢊ = 12∇ఠܨఘఓߝఙఛఘఓߝఠఙఛఒݔࢊఒ = = 12∇ఠܨఘఓ൫ߜఘఒߜఓఠ − ఒݔࢊఓఒ൯ߜఘఠߜ = 12 ൫∇ఠܨఒఠ − ∇ఘܨఘఒ൯ݔࢊఒ = ∇ఠܨఒఠݔࢊఒ =  .	ఒݔࢊఒܬ
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4-ვექტორი ܬఒ აკმაყოფილებს უწყვეტობის განტოლებას ∇ఒܬఒ = 0. 
განტოლებები ܣࢊࢊ = 0 ∗ ࢊ ∗ ܣࢊ =  ఒݔࢊఒܬ

 .ეადგენენ მაქსველის განტოლებებათა სისტემასש

§8.5.* დიფერენციალური ფორმების გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

სამგანზომილებიან ევკლიდურ სივრცეשი დეკარტული კოორდინატებით ݔ და 
კოორდინატული ორტებით ࢋ שეიძლება განიმარტოს საბაზისო დიფერენციალუ-
რი ფორმების მოქმედება საბაზისო ვექტორებზე  ݔࢊ(ࢋ) =  .ߜ

მაשასადამე, ნებისმიერი ვექტორისათვის ࢇ	 გვექნება ݔࢊ(ࢇ) = ܽ; ࢇ						 = ܽࢋ. 
ამგვარად, ზოგადი 1-ფორმა  ࣓(ଵ) = ߱ݔࢊ 

მოქმედებს ვექტორზე და გვაძლევს რიცხვს ࣓(ଵ)(ࢇ) = ߱ܽ. 
სხვაგვარად რომ ვთქვათ, 1-ფორმა წარმოადგენს ვექტორულ სივრცეשი მოქ-

მედ წრფივ ფუნქციონალს.  
განმარტების თანახმად, საბაზისო 1-ფორმა ݔࢊ გვაძლევს ࢇ ვექტორის პრო-

ექციას ݅-ურ კოორდინატულ ღერძზე. ახლა განვმარტოთ საბაზისო 2-ფორმის 
მოქმედება ვექტორების წყვილზე ݔࢊ ∧ ,ࢇ)ݔࢊ (࢈ = det ݔࢊ(ࢇ) (ࢇ)ݔࢊ(࢈)ݔࢊ ൨(࢈)ݔࢊ =ܽ ܾ − ܾܽ. 

ეს სიდიდე წარმოადგენს ࢇ და ࢈ ვექტორებზე აგებული პარალელოგრამის 
ფართის პროექციას ݔ −   . სიბრტყეზეݔ

ანალოგიურად, საბაზისო სამი ფორმა მოქმედებს ვექტორების სამეულზე და 
გვაძლევს ამ ვექტორებზე აგებული პარალელეპიპედის მოცულობას 

ଵݔࢊ ∧ ଶݔࢊ ∧ ,ࢇ)ଷݔࢊ ,࢈ (ࢉ = det ݔࢊଵ(ࢇ) (ࢇ)ଶݔࢊ (࢈)ଵݔࢊ(ࢇ)ଷݔࢊ (࢈)ଶݔࢊ (ࢉ)ଵݔࢊ(࢈)ଷݔࢊ (ࢉ)ଶݔࢊ (ࢉ)ଷݔࢊ = ࢇ ∙ ࢈] × [ࢉ = ,ࢇ)	݈ܸ ,࢈  .(ࢉ
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II. ვარიაციული აღრიცხვის ელემენტები 

ლექცია 9 

§9.1.  ვარიაციული აღრიცხვის ძირითადი ამოცანა  

დაუשვათ, რომ გვაქვს ݔ − -ი განთავსებული ორი წერტილი კოორשსიბტრყე ݕ

დინატებით (ݔଵ, ,ଶݔ) ଵ) დაݕ  ეიძლებაש წირი ܥ ემაერთებელიש ଶ). ამ წერტილებისݕ

წარმოვადგინოთ ფუნქციით ݕ = -ისე, რომ ეს ფუნქცია აკმაყოფილებს სასა (ݔ)ݕ
ზღვრო პირობებს ݕ(ݔଵ) = (ଶݔ)ݕ								,ଵݕ =  .ଶݕ

ისმის კითხვა: როგორ დავადგინოთ მოცემული ორი წერტილის שემაერთე-
ბელი  მინიმალური სიგრძის წირი? 

თავდაპირველად שემოვიღოთ მანძილის ცნება წირზე მდებარე ორ მეზობელ 

წერტილს שორის. თუ წერტილების კოორდინატებია (ݔ, ݔ) და (ݕ + ,ݔ݀ ݕ + -მა ,(ݕ݀
 ინ მანძილის დიფერენციალი განისაზღვრება პითაგორას თეორემითש

݈݀ = ඥ݀ݔଶ + ଶݕ݀ = ඨ1 + ൬݀ݔ݀ݕ൰ଶ ݔ݀ ≡ ට1 +  .	ݔᇱଶ݀ݕ
ამრიგად, ܥ წირის სიგრძე იქნება ინტეგრალი 

݈ = න ݈݀ = න ௫మݔ݀
௫భ ඥ1 +  .	ଶ′ݕ

ახლა უნდა დავადგინოთ ფუნქცია (ݔ)ݕ, რომელიც ამ ინტეგრალს ანიჭებს 

მინიმალურ მნიשვნელობას და აკმაყოფილებს პირობებს  ݕ(ݔଵ) = (ଶݔ)ݕ			,ଵݕ =  .ଶݕ
ამგვარი საკითხი სცილდება სტანდარტული კალკულუსის ჩარჩოებს და ის 

წარმოადგენს ვარიაციული აღრიცხვის ტიპურ (და ერთ-ერთ უძველეს) ამოცანას. 

ინტეგრალი 

[ݕ]ܫ = න ௫మݔ݀
௫భ ,(ݔ)ݕሼܨ ;(ݔ)ᇱݕ (ݔ)ᇱݕ														{ݔ =  ݔ݀ݕ݀

წარმოადგენს (ݔ)ݕ ფუნქციაზე დამოკიდებულ ფუნქციონალს. ვარიაცი-

ული აღრიცხვის ამოცანაა, მოიძებნოს ისეთი ფუნქცია ݕ =  რომელიც ,(ݔ)ݕ
ფუნქციონალს ანიჭებს სტაციონარულ მნიשვნელობას – ე.ი. მინიმუმს ან 
მაქსიმუმს. 
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 ,ეგვიძლია, ფუნქცია წარმოვიდგინოთש ედარებისათვის გავიხსენოთ, რომש
როგორც ასახვა, რომელიც რიცხვს კვლავ რიცხვად აქცევს: 									ݔ → ݕ =  .(ݔ)݂

თუ ვისარგებლებთ ამ ანალოგიით, ფუნქციონალი წარმოადგენს ასახვას, 
რომელიც ფუნქციას, როგორც მთლიანს, რიცხვად აქცევს: 			݂(ݔ) → 		ℱ[݂] ∈ ℝ	. 

 

ვისარგებლოთ წარმოდგენილი ნახაზით. დაუשვათ, რომ ფუნქცია ש (ݔ)ݕეესა-
ბამება ინტეგრალის მინიმალურ მნიשვნელობას. ეს იმას ნიשნავს, რომ მცირედ 
განსხვავებული მეზობელი ფუნქცია  იწვევს ინტეგრალის რიცხვითი მნიשვნელო-
ბის ზრდას. მეზობელი ფუნქციის განმარტება שეიძლება გამოსახულებით ݔ)ݕ; (ߝ = (ݔ)ݕ +  , (ݔ)ߟߝ
სადაც ߝ მცირე პარამეტრია, ხოლო (ݔ)ߟ – ისეთი უწყვეტი ფუნქცია, რომელიც 
ნულდება საინტეგრაციო ინტერვალის საზღვრებზე ߟ(ݔଵ) =  .(ଶݔ)ߟ

ახლა ინტეგრალი 

;ݕ]ܫ [ߝ = න ௫మݔ݀
௫భ ;ݔ)ݕሼܨ ,(ߝ ;ݔ)ᇱݕ ;(ߝ {ݔ = 

= න ௫మݔ݀
௫భ (ݔ)ݕሼܨ + ,(ݔ)ߟߝ (ݔ)ᇱݕ + ;(ݔ)′ߟߝ  {ݔ

ხდება ߝ-პარამეტრის ფუნქცია. ვინაიდან ჩვენ დაუשვით, რომ ფუნქცია ݕ =  (ݔ)ݕ
;ݕ]ܫ ნავს, რომ სიდიდეשეესაბამება ინტეგრალის მინიმუმს, ეს იმას ნიש   .ვნელობისათვისשის ნულოვანი მნი- ߝ პარამეტრის ფუნქცია,  აღწევს მინიმუმს-ߝ როგორც ,[ߝ
ამგვარად, ექსტრემუმის წერტილשი კმაყოფილდება განტოლება ݀݀ߝ ;ݕ]ܫ ฬఌୀ[ߝ = 0. 

ფუნქციას ݕ =  რომელიც აკმაყოფილებს ამ განტოლებას (სასაზღვრო ,(ݔ)ݕ
პირობების გათვალისწინებით), ეწოდება [ݕ]ܫ	ფუნქციონალის ექსტრემალი. 
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დავადგინოთ ექსტრემუმის განტოლების სახე. მოცემული ܨሼ(ݔ)ݕ, ;(ݔ)ᇱݕ  {ݔ
ფუნქციის שემთხვევაשი, გვექნება ݀݀ߝ න ௫మݔ݀

௫భ (ݔ)ݕሼܨ + ,(ݔ)ߟߝ (ݔ)ᇱݕ + ;(ݔ)′ߟߝ {ݔ = 

= න ௫మݔ݀
௫భ ൜߲ݕ߲ܨ (ݔ)ߟ + ᇱݕ߲ܨ߲ ᇱ(௫)ൠߟ = න ௫మݔ݀

௫భ ൜߲ݕ߲ܨ (ݔ)ߟ + ݔ݀݀ ߲ݕ߲ܨ′ ൨(ݔ)ߟ − ݔ݀݀ ൬߲ݕ߲ܨᇱ൰  .	ൠ(ݔ)ߟ
ბოლო გამოსახულების მიღებისას ჩვენ განვახორციელეთ ნაწილობითი 

ინტეგრება. ამგვარად, საძიებელი წარმოებულისათვის ვიღებთ: ݀݀ߝ ;ݕ]ܫ 	ఌୀ[ߝ = න ௫మݔ݀
௫భ ൜߲ݕ߲ܨ − ݔ݀݀ ൬߲ݕ߲ܨᇱ൰ൠ (ݔ)ߟ + න ௫మݔ݀

௫భ
ݔ݀݀ ߲ݕ߲ܨ′  .	൨(ݔ)ߟ

სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით, ბოლო წევრი ნულდება 

න ௫మݔ݀
௫భ

ݔ݀݀ ߲ݕ߲ܨ′ ൨(ݔ)ߟ = ′ݕ߲ܨ߲ ฬ௫భ௫భ(ݔ)ߟ = 0 

და, როგორც שედეგი, ექსტრემუმის პირობა გამოიხატება ტოლობით: 

න ௫మݔ݀
௫భ ൜߲ݕ߲ܨ − ݔ݀݀ ൬߲ݕ߲ܨᇱ൰ൠ (ݔ)ߟ = 0. 

ვინაიდან საინტეგრაციო არეשი (ݔ)ߟ ნებისმიერი ფუნქციაა, ბოლო განტოლე-
ბის שედეგია 

ვარიაციული აღრიცხვის ფუნდამენტური განტოლება  ߲ݕ߲ܨ − ݔ݀݀ ൬߲ݕ߲ܨᇱ൰ = 0, 
რომელსაც ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება ეწოდება. ეილერ-ლაგრანჟის 
განტოლების ამონახსნს [ݕ]ܫ ფუნქციონალის ექსტრემალს უწოდებენ.  

დავუბრუნდეთ უმოკლესი წირის დადგენის ამოცანას. ამ שემთხვევაשი გვაქვს 
ფუნქცია ܨሼ(ݔ)ݕ, ;(ݔ)ᇱݕ {ݔ = ඥ1 +  ଶ′ݕ
და שესაბამისი ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება ასე გამოიყურება: ݀݀ݔ ൬߲ݕ߲ܨᇱ൰ = ݔ݀݀ ቆ ඥ1′ݕ + ଶቇ′ݕ = 0. 

ამ განტოლებიდან ჩანს, რომ ფარდობა ݕ′ඥ1 + ଶ′ݕ =  .	ݐݏ݊ܥ
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ამრიგად, שეგვიძლია დავასკვნათ, რომ წარმოებული  ݕᇱ ≡ ݔ݀ݕ݀ = ܾ				 
მუდმივია. მაשასადამე, გვაქვს ამოხსნა, რომელიც שეესაბამება წრფეს (ݔ)ݕ = ܽ +  ,ݔܾ
სასაზღვრო პირობების გათვალისწინება კი გვაძლევს (ݔ)ݕ = ଶݔଵݕ − ଶݔଵݔଶݕ − ଵݔ + ଶݕ − ଶݔଵݕ − ଵݔ  .	ݔ

რაც שეეხება ინტეგრალის ექსტრემალურ მნიשვნელობას, იგი თანხმობაשია 
პითაგორას თეორემასთან 

௫௧ܫ = න ඨ1ݔ݀ + ൬ݕଶ − ଶݔଵݕ − ଵ൰ଶ௫భݔ
௫భ = ඥ(ݔଶ − ଵ)ଶݔ + ଶݕ) −  .	ଵ)ଶݕ

§9.2. ქმედების ფუნქციონალი და ლაგრანჟიანი 

ფიზიკაשი გვხვდება ფუნქციონალები, სადაც მონაწილეობენ როგორც ფუნქ-
ციები, ასევე მათი წარმოებულები. დასაწყისისათვის განვიხილოთ ფუნქციონალი 

[ݔ]ܵ = න ,(ݐ)ݔ)ܮ	ݐ݀ ሶݔ ௧మ((ݐ)
௧భ . 

ფიზიკაשი დამკვიდრებული ტერმინოლოგიის שესაბამისად, ამ ფუნქციონალს 
უწოდებენ ქმედების ფუნქციონალს, שემოკლებით – ქმედებას. დამო-
უკიდებელ ცვლადს ݐ – დრო, ფუნქციას (ݐ)ݔ – ტრაექტორია, ხოლო ݔሶ(ݐ)-ს 
სიჩქარე ეწოდება. კოორდინატისა და სიჩქარის ფუნქცია (ݐ)ݔ)ܮ, ሶݔ  არის ((ݐ)
ლაგრანჟიანი (ლაგრანჟის ფუნქცია). ݐଶ და ݐଵ დროის საწყისი და საბოლოო 
მომენტებია. 

ქმედების ფუნქციონალისათვის ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებას ექნება ნაც-
ნობი სახე ߲ݔ߲ܮ − ݐ݀݀ ൬߲ݔ߲ܮሶ൰ = 0	.	 

როგორც პირველი მაგალითი, განვიხილოთ სიჩქარეზე დამოკიდებული ლაგ-
რანჟიანი ݔ)ܮ, ሶݔ ) = 2݉ ሶݔ ଶ	. 

ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება მიიღებს שემდეგ სახეს: ݀݀ݐ ൬߲ݔ߲ܮሶ൰ = ሷݔ݉														0 = 0	. 
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გამოვთვალოთ ქმედების მნიשვნელობა ექსტრემალური ტრაექტორიისათვის (ݐ)ݔ = ݔ +  .ݐݒ
ჩავთვალოთ, რომ საწყისი და საბოლოო კოორდინატები ფიქსირებულია ݔ(ݐଵ) = (ଶݐ)ݔ															ଵݔ =  .ଶݔ
ქმედებისათვის მივიღებთ: 

[ݔ]ܵ = න 	ݐ݀ 2݉ ଶ௧మݒ
௧భ = 2݉ ଶݐ)ଶݒ −  	.	(ଵݐ

მუდმივა ݒ დავაფიქსიროთ პირობებიდან ݔଶ = ݔ + ଵݔ														ଶݐݒ = ݔ + ݒ ଵݐݒ = ଶݔ − ଶݐଵݔ − ଵݐ ≡ ଶݔ − ଵܶݔ 	. 
[ݔ]ܵ ესაბამისად, ქმედებისათვის მივიღებთ რიცხვსש = 2݉ ଶݔ) − ଵ)ଶܶݔ 		, 

რომელიც დამოკიდებულია საწყის და საბოლოო კოორდინატებსა და დროის 
ინტერვალზე ܶ. 

§9.3.* ქმედების ფუნქციონალის გამოთვლის მაგალითები 

როგორც שემდეგი მაგალითი, განვიხილოთ ლაგრანჟიანი, რომელიც שეიცავს 
როგორც კოორდიანტებს, ასევე სიჩქარეებს ݔ)ܮ, ሶݔ ) = 2݉ ሶݔ ଶ − ݉߱ଶ2  .	ଶݔ

ამ שემთხვევაשი ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება აღწერს ჰარმონიული ოსცი-
ლატორის მოძრაობას ݔሷ = −߱ଶݔ. 

ქმედება გამოვთვალოთ ექსტრემალური ტრაექტორიისათვის (ݐ)ݔ = ܽ݁ఠ௧ + തܽ݁ିఠ௧ = ܽ݁ఠ௧ + ܿ. ܿ.	 
აღნიשვნა ܿ. ܿ. ნიשნავს კომპლექსურად שეუღლებულ წევრს. 
სიჩქარისათვის გვექნება ݔሶ(ݐ) = ݅߱ܽ݁ఠ௧ + ܿ. ܿ.	 
კომპლექსური მუდმივა ܽ უნდა დავაფიქსიროთ საწყისი და საბოლოო დროის 

მომენტებითა და שესაბამისი კოორდინატებით, ე.ი. წყვილებით (ݐଵ, ,ଶݐ) ଵ) დაݔ   .(ଶݔ
ამგვარად, უნდა ამოვხსნათ წრფივი განტოლებების სისტემა ݁ఠ௧భܽ + ݁ିఠ௧భ തܽ = ଵ ݁ఠ௧భܽݔ + ݁ିఠ௧భ തܽ =  ,	ଶݔ
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სადაც უცნობებია კომპლექსური ამპლიტუდები ܽ და തܽ. ვინაიდან ეს ამპლიტუდე-
ბი ურთიერთשეუღლებულია, სინამდვილეשი გვრჩება ორი ნამდვილი უცნობი: ܴ݁	ܽ 
და ݉ܫ	ܽ.  

ამოხსნას აქვს שემდეგი სახე: ܽ = − ݅2 sin߱ܶ [݁ିఠ௧భݔଶ − ݁ିఠ௧మݔଵ] തܽ = ݅2 sin߱ܶ [݁ఠ௧భݔଶ − ݁ఠ௧మݔଵ]	. 
ვინაიდან ݔሶ(ݐ) = ݅߱ܽ݁ఠ௧ − ݅߱ܽ݁ିఠ௧, 

საწყისი და საბოლოო სიჩქარეებისათვის, שესაბამისად, მივიღებთ ݔሶଵ = ߱sin߱ܶ ଶݔ] − cos߱ܶ ∙ ሶଶݔ [ଵݔ = ߱sin߱ܶ ଵݔ−] + cos߱ܶ ∙  .[ଶݔ
გამოვთვალოთ ქმედება 

[ݔ]ܵ = න 	ݐ݀ ቈ 2݉ ሶݔ ଶ − ݉߱ଶ2 ଶ௧మݔ
௧భ . 

ნაწილობითი ინტეგრების გამოყენება გვაძლევს: 

[ݔ]ܵ = න 	ݐ݀ ቈ 2݉ ݐ݀݀ ሶݔݔ) ) − 2݉ ሷݔݔ − ݉߱ଶ2 ଶ௧మݔ
௧భ 	. 

ფუნქცია (ݐ)ݔ აკმაყოფილებს განტოლებას ݔሷ(ݐ) = −߱ଶ(ݐ)ݔ, 
რის გამოც ინტეგრალשი ბოლო ორი წევრი ბათილდება და საბოლოოდ გვრჩება ܵ[ݔ] = 2݉ ሶଶݔଶݔ] −  .[ሶଵݔଵݔ

ელემენტარული გარდაქმნების ჩატარების שემდეგ მივიღებთ საბოლოო პა-
სუხს:  ܵ[ݔ] = ݉߱2 sin߱ܶ cos߱ܶ(ݔଵଶ + (ଶଶݔ − ݉߱sin߱ܶ  .	ଶݔଵݔ

როგორც שემდეგი მაგალითი, გამოვთვალოთ ქმედება  

[ݔ]ܵ = න 	ݐ݀ ቂ 2݉ ሶݔ ଶ + ቃ௧మݔܨ
௧భ  
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ტრაექტორიისათვის (ݐ)ݔ = ߦ + ݐݒ + 2݉ܨ  .ଶݐ
,ݔ)ܮ  ესაბამისი ლაგრანჟიანისათვის გვექნებაש ሶݔ ) = 2݉ ݒ + ܨ݉ ൨ଶݐ + ܨ ߦ + ݐݒ + 2݉ܨ ଶ൨ݐ = 

= 2݉ ቈݒଶ + ൬݉ܨ ൰ଶ ଶݐ + 2 ܨ݉ ݐݒ + ߦܨ + ݐݒܨ + ଶ2݉ܨ  ଶݐ
= 2݉ ଶݒ + ߦܨ + ݒܨ] + ݐ[ݒܨ + ቈܨଶ2݉ + ଶ2݉ܨ  ଶݐ

ე.ი.  ܮ = 2݉ ଶݒ + ߦܨ + ݐݒܨ2 + ଶ݉ܨ  ଶݐ
ინტეგრების שემდეგ ვღებულობთ ქმედებას ܵ[ݔ] = ቂ 2݉ ଶݒ + ቃߦܨ ܶ + ଶଶݐ]ݒܨ − [ଵଶݐ + ଶ3݉ܨ ଶଷݐ] −  .[ଵଷݐ

მუდმივები ߦ და ݒ უნდა დავადგინოთ პირობებიდან  ݔଶ = ߦ + ଶݐݒ + 2݉ܨ ଵݔ ଶଶݐ = ߦ + ଵݐݒ + 2݉ܨ  .ଵଶݐ
ვიღებთ ݒ = ଶݔ − ଵܶݔ − 2݉ܨ ଵݐ) + ߦ (ଶݐ = ଶݐଵݔ − ଵܶݐଶݔ + 2݉ܨ  ଶݐଵݐ

და, საბოლოოდ, ქმედებისათვის ვიღებთ שემდეგ მნიשვნელობას: ܵ[ݔ] = 2݉ ଶݔ) − ଵ)ଶܶݔ + ଶݔ)ܨ12 + ܶ(ଵݔ −  .ଶ6݉ܶଷܨ
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ლექცია 10 

§10.1. ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებების სისტემა 

ჩვენ განვიხილეთ שემთხვევები, როდესაც ფუნქციონალი שეიცავს ერთი დამო-

უკიდებელი  ცვლადის ერთ ფუნქცის (ݐ)ݔ და მის წარმოებულს ݔሶ(ݐ). 
გადავიდეთ ისეთ שემთხვევებზე, როდესაც გვაქვს ერთი დამოუკიდებელი 

ცვლადი ݐ და ݊-რაოდენობის დამოკიდებული ცვლადები ݔ(ݐ). დამოკიდებული 

ცვლადებისა და მათი წარმოებულებისათვის ვიხმაროთ აღნიשვნები  ݔ(ݐ),			ݔሶ(ݐ) ≡ ݐ݀ݔ݀ 											݅ = 1,2, … , ݊ 

და ვუწოდოთ მათ კოორდინატები და სიჩქარეები.   

 ესაბამისი ქმედება იქნებაש

[ݔ]ܵ = න ௧మݐ݀
௧భ ,(ݐ)ݔ]ܮ  .[(ݐ)ሶݔ

კოორდინატები და სიჩქარეები მცირედ שევცვალოთ ݔ(ݐ) → (ݐ)ᇱݔ = (ݐ)ݔ + ݐ݀ݔ݀ (ݐ)ݔߜ → ݐᇱ݀ݔ݀ = ݐ݀ݔ݀ + ߜ ݐ݀ݔ݀ = ݐ݀ݔ݀ + ݐ݀݀  .	ݔߜ
აქ ჩვენ ვიყენებთ ტოლობას ߜ ݐ݀ݔ݀ = ݐ݀݀  ,	ݔߜ

რომელიც სამართლიანია, როდესაც არ წარმოებს დამოუკიდებელი ݐ-ცვლადის ვა-

რიაცია, ე.ი. ݐߜ = 0. კოორდინატების ვარიაციები שეიძლება წარმოვიდგინოთ, რო-

გორც მცირე ფუნქციები ݔߜ(ݐ) = ߝ						(ݐ)ߟߝ ≪ 1. 

ამ ფუნქციებს დავადოთ პირობები ݔߜ(ݐଵ) = (ଶݐ)ݔߜ = 0. 

კოორდინატების ვარიაციების שედეგად ქმედება שეიცვლება ახალი ქმედებით: 

[ݔ]ܵ → ݔ]ܵ + [ݔߜ = න ௧మݐ݀
௧భ ݔ]ܮ + ,ݔߜ ሶݔ + ሶݔߜ ]. 
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ლაგრაჟიანისათვის გამოვიყენოთ მწკრივად გაשლა  

ݔ]ܮ + ,ݔߜ ሶݔ + ሶݔߜ ] = ,ݔ]ܮ ሶݔ ] + ݔ߲ܮ߲ ݔߜ + ሶݔ߲ܮ߲ ሶݔߜ + (ଶߝ)ܱ = 

= ,ݔ]ܮ ሶݔ ] + ݔ߲ܮ߲ ݔߜ + ሶݔ߲ܮ߲ ݐ݀݀ ݔߜ +  (ଶߝ)ܱ
= ,ݔ]ܮ ሶݔ ] + ݔ߲ܮ߲ ݔߜ + ݐ݀݀ ൬ ሶݔ߲ܮ߲ ൰ݔߜ − ݐ݀݀ ൬ ሶ൰ݔ߲ܮ߲ ݔߜ +  .	(ଶߝ)ܱ

ქმედების ფუნქციონალის ვარიაცია განიმარტება, როგორც სხვაობა ახალ და 

ძველ ქმედებებს שორის [ݔ]ܵߜ = ݔ]ܵ + [ݔߜ −  .[ݔ]ܵ
გამოვიყენოთ ლაგრანჟიანის მწკრივად გაשლა. ܱ(ߝଶ) წევრების სიზუსტით 

მივიღებთ 

[ݔ]ܵߜ = න ௧మݐ݀
௧భ  ݔ߲ܮ߲ − ݐ݀݀ ൬ ሶ൰൨ݔ߲ܮ߲ ݔߜ + න ௧మݐ݀

௧భ
ݐ݀݀ ൬ ሶݔ߲ܮ߲ ൰ݔߜ = 

= න ௧మݐ݀
௧భ

ݔߜ[ݔ]ܵߜ ݔߜ + ሶݔ߲ܮ߲  .	ฬଵ௧మݔߜ
ვინაიდან ინტეგრების არის საზღვრებზე ݔߜ(ݐଵ) = (ଶݐ)ݔߜ = 0, სასაზღვრო 

წევრი ნულის ტოლია და ვარიაციისთვის ვღებულობთ 

[ݔ]ܵߜ = න ௧మݐ݀
௧భ  ݔ߲ܮ߲ − ݐ݀݀ ൬ ሶ൰൨ݔ߲ܮ߲ ݔߜ = න ௧మݐ݀

௧భ
ݔߜ[ݔ]ܵߜ  .	ݔߜ

ქმედების ფუნქციონალის 

[ݔ]ܵ = න ௧మݐ݀
௧భ ,(ݐ)ݔ]ܮ  [(ݐ)ሶݔ

ფუნქციონალური წარმოებულები განისაზღვრება ტოლობებით  ݔߜ[ݔ]ܵߜ = ݔ߲ܮ߲ − ݐ݀݀ ൬  .	ሶ൰ݔ߲ܮ߲
ექსტრემალური წირებისათვის სრულდება განტოლება ݔ]ܵߜ = ݔߜ[௫௧ݔ = 0 . 
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§10.2.*  გეოდეზიური წირის განტოლება 

პარაგრაფ §9.2.-שი დავადგინეთ, რომ წრფე წარმოადგენს წირის სიგრძის 
ფუნქციონალის ექსტრემალს. ერთგანზომილებიან שემთხვევაשი ეს ფუნქციონალი 
განისაზღვრება ინტეგრალით 

݈ = න ඥ݀ݔଶ + ,	ଶݕ݀  

სადაც ܥ საინტეგრაციო წირია.  
ახლა გადავიდეთ ზოგად שემთხვევაზე და განვიხილოთ სივრცე, სადაც שემოყ-

ვანილია კოორდინატები ݔ. ამასთან, არ ვგულისხმოთ, რომ კოორდინატები დეკა-
რტულია. שევნიשნოთ, რომ ამჯერად კოორდინატებისათვის ვხმარობთ ინდექსების 
ზედა განლაგებას. 

ინტერვალი ორ მეზობელ წერილს שორის განიმარტება კვადრატული ფორმით ݀ݏଶ = ݃(ݔ)݀ݔ݀ݔ, 
სადაც ݃(ݔ)	არის კოორდინატებზე დამოკიდებული მეტრიკული ტენზორი. მისი 
ებრუნებული ტენზორი განიმარტება ტოლობით ݃݃ש =  .ߜ

ასევე שევნიשნოთ, რომ ახლა მუნჯი ინდექსებით დაჯამების წესი ეხება 
ერთსახელა ზედა და ქვედა განლაგების ინდექსების წყვილებს.  

უმოკლესი სიგრძის ე.ი. გეოდეზიური წირის განტოლების მისაღებად שეიძ-
ლება, გამოვიყენოთ სიგრძის წრფივი ელემენტის שემცველი ლაგრანჟიანი 

ܮ = න ඥ݃(ݔ)݀ݔ݀ݔ = න ඥݐ݀ ݃(ݔ)ݒݒ௧మ
௧భ ݒ														 = ݐ݀ݔ݀ 	. 

ეილერ-ლაგარანჟის განტოლებების ჩასაწერად თავდაპირველად გამოვთვა-
ლოთ  ߲ݔ߲ܮ = 12ඥ ݃(ݔ)ݒݒ ߲߲݃ݔ  ݒݒ

და ݀݀ݐ ݒ߲ܮ߲ = ݐ݀݀ ቊ 12ඥ ݃(ݔ)ݒݒ 2݃ݒቋ	. 
ექსტრემალის განტოლების მისაღებად გავუტოლოთ ეს ორი გამოსახულება 

ერთმანეთს ߲߲݃ݔ 2ඥݒݒ ݃(ݔ)ݒݒ = ݐ݀݀ ቊ ݃ݒඥ ݃(ݔ)ݒݒቋ	. 
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მიღებულ განტოლებაשი კვადრატული ფესვის არსებობა წარმოადგენს  გარ-

კვეულ სირთულეს. 

კვადრატული ფესვის თავიდან აცილება שეიძლება, თუ წირების პარამეტრი-

ზაციისათვის გამოვიყენებთ ნატურალურ პარამეტრს 

(ݐ)ݏ = න݀ݐඥ ݃(ݔ)ݒݒ	,௧
௧భ  

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ ݀ݐ݀ݏ = ඥ ݃(ݔ)ݒݒ 				→ 				 ݏ݀ݐ݀ = 1ඥ ݃(ݔ)ݒݒ	. 
გადავიდეთ ნატურალურ პარამეტრზე. ეს პროცედურა ხორციელდება ქვე-

მოთ მოყვანილი გარდაქმნების საשუალებით: 							ݐ = (ݏ)ݐ → 			 ݔ → 	 (ݏ)ݔ̅ = 		 (ݔ)݃												൯(ݏ)ݐ൫ݔ → 	 ݃̅(̅ݔ) = ݃(ݔ) ݀̅ݔ݀ݏ = ݐ݀ݔ݀ ݏ݀ݐ݀ = ݒ̅ = ݏ݀ݐ݀ ݒ̅ݒ̅(ݔ̅) ݃̅	ݒ = ൬݀ݏ݀ݐ൰ଶ ݃(ݔ)ݒݒ = 1	. 
ამგვარად, თუ გამოვიყენებთ ნატურალურ პარამეტრს, ეილერ-ლაგრანჟის 

განტოლება გეოდეზიური წირისათვის მიიღებს სახეს 12߲߲݃̅̅ݔ ݒ̅ݒ̅ = ݏ݀݀ ሼ݃̅̅ݒ}	. 
ამ განტოლების მარჯვენა მხარის გაწარმოების שედეგად მივიღებთ: 12߲߲݃̅̅ݔ ݒ̅ݒ̅ = ߲߲݃̅̅ݔ ݒ̅ݒ̅ + ݃̅ ݏ݀ݒ̅݀ 	. 
მუნჯი ინდექსების წესების გამოყენებით გარდავქმნათ მარჯვენა მხარის 

პირველი წევრი: ߲߲݃̅̅ݔ ݒ̅ݒ̅ = 12߲߲݃̅̅ݔ ݒ̅ݒ̅ + 12߲߲݃̅̅ݔ  .	ݒ̅ݒ̅
ამ გზით მივდივართ განტოლებასთან 

݃̅ ݏ݀ݒ̅݀ + 12ቆ߲߲݃̅̅ݔ + ߲߲݃̅̅ݔ − ߲߲݃̅̅ݔቇ ݒ̅ݒ̅ = 0	. 
ევკვეცოთ ზედა-ქვედა მუნჯი ინდექსები  ݃̅݃̅ש = ߜ , 
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რის שემდეგაც ვღებულობთ გეოდეზიური წირის განტოლებას ݀ଶ̅ݔ݀ݏଶ + ത߁ ݏ݀ݔ̅݀ ݏ݀ݔ̅݀ = 0	. 
აქ განმარტებული გვაქვს კრისტოფელის მეორე გვარის სიმბოლო  

ത߁ = 12 ݃̅ ቆ߲߲݃̅̅ݔ + ߲߲݃̅̅ݔ − ߲߲݃̅̅ݔቇ	. 
უნდა გვახსოვდეს, რომ ამგვარი მსჯელობა სამართლიანია მხოლოდ იმ שემთხ-

ვევაשი, როდესაც წირის აღსაწერად გამოყენებულია ნატურალური პარამეტრი ݏ. 
განვიხილოთ ლაგრანჟიანი ܮ = 12 ݃(ݔ)ݔሶ ݔሶ 							ݔሶ  = ݐ݀ݔ݀  

და שევადგინოთ שესაბამისი ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება ߲ݔ߲ܮ − ݐ݀݀ ሶݔ߲ܮ߲  = 0	. 
ლაგრანჟიანის წარმოებულებისათვის, שესაბამისად, გვექნება ߲ݔ߲ܮ = 12߲ ߲݃ݔ ሶݔ ݔሶ  											 ሶݔ߲ܮ߲  = ݃(ݔ)ݔሶ 														 ݀݀ݐ ሶݔ߲ܮ߲  = ݃(ݔ)ݔሷ  + ߲߲݃ݔ ሶݔ ݔሶ 	. 
ამჯერად ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება ჩაიწერება שემდეგი სახით: 

݃(ݔ)ݔሷ  + ߲߲݃ݔ ሶݔ ݔሶ  − 12߲ ߲݃ݔ ሶݔ ݔሶ  = 0	. 
თუ გამოვიყენებთ კრისტოფელის სიმბოლოს განმარტებას, კვლავ მივიღებთ 

გეოდეზიური წირის განტოლებას ݀ଶݔ݀ݐଶ + ሶݔ߁ ݔሶ  = ߁											0 =  ,	߁
ოღონდ ამჯერად ნატურალური პარამეტრის გამოყნება აღარ არის სავალდე-
ბულო. 

დეკარტულ კოორდინატებשი, სადაც ݃ მუდმივებია, კრისტოფელის სიმბო-

ლოები ნულდება ߁ = 0 და ვიღებთ წრფის განტოლებას ݔሷ = 0. 

გამოვიყენოთ სიჩქარის ვექტორის გამოსახულება  

(ݐ)ݒ = ݐ݀ݔ݀ 	. 
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მაשინ გეოდეზიური წირის განტოლება שეიძლება ჩაიწეროს שემდეგი სახით ݀ݒ݀ݐ + ݒݒ߁ = ൬ߜ ݐ݀݀ + ൰ݒ߁ ݒ = ݒܦ = 0	. 
კონტრავარიანტულ ვექტორს 

ܣܦ = ݐ݀ܣ݀ + ߁ܣ ݐ݀ݔ݀  

ეწოდება ܣ ვექტორის აბსოლუტური წარმოებული. 
აბსოლუტური წარმოებული წარმოვადგინოთ שემდეგი სახით: ݀ܣ݀ݐ + ߁ܣ ݐ݀ݔ݀ = ݔ߲ܣ߲ ݐ݀ݔ݀ + ߁ ܣ ݐ݀ݔ݀ = ቆ߲ܣ߲ݔ + ߁ ݐ݀ݔቇ݀ܣ 	. 
ფრჩხილებשი მოთავსებულ გამოსახულებას ეწოდება კონტრავარიანტული 

ვექტორის კოვარიანტული წარმოებული ܦܣ = ݔ߲ܣ߲ + ߁  .	ܣ
§10.3. დამოუკიდებელი ცვლადის გარდაქმნა 

ამ პარაგრაფשი დამოკიდებელი ცვლადებისათვის ვიხმაროთ აღნიשვნა ݍ. 
ამგვარი სახის ვარიაციული ამოცანა გვხვდება კლასიკურ მექანიკაשი, სადაც 
ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებები იწერება განზოგადოებული კოორდინატებისა-
თვის ݍ. 

ვარიაციული განტოლებები  ߲ݍ߲ܮ − ݐ݀݀ ൬ ሶ൰ݍ߲ܮ߲ = 0									ܽ = 1,2, … . , ݊ 

მიიღება სასაზღვრო პირობის გათვალისწინებით, როდესაც ფუნქციის 
ვარიაციები აკმაყოფილებენ პირობებს ݍߜ(ݐଵ) = (ଶݐ)ݍߜ = 0. 

ახლა განვიხილოთ უფრო ზოგადი ვარიაციები, როდესაც ݍ(ݐ) ფუნქციების 
ფორმის ცვლილებასთან ერთად მცირედ იცვლება თვით დამოუკიდებელი ცვლა-
დი, ე.ი. დრო ݐ. ასეთი გარდაქმნები ჩაიწერება שემდეგნაირად: ݐ → ᇱݐ = ݐ + (ݐ)ݍ (ݐ)ݐߜ → (ᇱݐ)ᇱݍ = (ݐ)ݍ + δ∗ݍ(ݐ). 

მივქციოთ ყურადღება იმას, რომ ახლად שემოტანილი ߜ∗-ვარიაციების שემ-
თხვევაשი, იცვლება დროითი ცვლადიც. ამგვარად, კოორდინატული ფუნქციები-
სათვის გვაქვს ორი ტიპის ვარიაცია: ფუნქციის ფორმის ვარიაცია ߜ და სრული 
ვარიაცია ߜ∗. ვიპოვოთ კავשირი მათ שორის. 
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(ݐ)ݍߜ = (ݐ)ᇱݍ − (ݐ)ݍ ݐ)ݍ = − (ݐߜ + δ∗ݍ(ݐ − (ݐߜ − (ݐ)ݍ = ݐߜ(ݐ)ሶݍ−(ݐ)ݍ + +δ∗ݍ(ݐ) − (ݐ)ݍ +∙∙∙= δ∗ݍ(ݐ) − ݐߜ(ݐ)ሶݍ +∙∙∙ 
აქ მრავალწერტილით აღნიשნულია მაღალი რიგის მცირე სიდიდები, რომლებ-

საც უგულებელვყოფთ. ასევე ვისარგებლეთ ტოლობით ݂(ݐ + (ݐߜ = (ݐ)݃ → (ݐ)݂ = ݐ)݃ −  .(ݐߜ
ამგვარად, δ∗ݍ(ݐ) = (ݐ)ݍߜ +  .ݐߜ(ݐ)ሶݍ
ახლა გამოვთვალოთ სიჩქარეების δ∗-ვარიაციები. ეს ცვლილება გამოისახება 

ფორმულით δ∗ݍሶ(ݐ) = ′ݐ݀(′ݐ)′ݍ݀ − ݐ݀(ݐ)ݍ݀ 	. 
გამოვიყენოთ ცვლადთა გარდაქმნის წესები 

ᇱݐ݀ = ݐ݀′ݐ݀ 																			ݐ݀ ݐ݀݀ = ݐ݀′ݐ݀ ′ݐ݀݀ = (1 + ݐ݀ݐߜ݀ ) ′ݐ݀݀ ′ݐ݀݀ = ൬1 − ݐ݀ݐߜ݀ ൰ ݐ݀݀ ≡ ൬1 − ݐ݀݀ ൰ݐߜ  .	ݐ݀݀
ამ ფორმულების გამოყენებით ვიღებთ: ݀ݍ′(ݐ′)݀ݐ′ = ൬1 − ݐ݀݀ ൰ݐߜ ݐ݀݀ (ݐ)ݍ] + δ∗ݍ(ݐ)] = 

= ൬1 − ݐ݀݀ ൰ݐߜ ݐ݀݀ (ݐ)ݍ] + (ݐ)ݍߜ	 +  .	[ݐߜ(ݐ)ሶݍ
ამგვარად,  

δ∗ݍሶ(ݐ) = ݐ݀݀ (ݐ)ݍߜ	] + [ݐߜ(ݐ)ሶݍ − (ݐ)ሶݍ ݐ݀݀ ݐߜ = (ݐ)ሶݍߜ + ሷݍ  .	ݐߜ(ݐ)
აქ ჩვენ ვისარგებლეთ იმით, რომ ფუნქციის ფორმის ვარიაცია და გაწარმოება 

ურთიერთგადასმადია ݀݀ݐ (ݐ)ݍߜ =  ,	(ݐ)ሶݍߜ	
ვარსკვლავიანი ვარიაცია კი, საზოგადოდ, არ კომუტირებს დროით გაწარმო-

ებასთან: ݀݀ݐ (ݐ)ݍ∗ߜ = (ݐ)ሶݍ∗ߜ + (ݐ)ሶݍ ݐ݀݀ ݐߜ ≠  .(ݐ)ሶݍ∗ߜ
ახლა שეგვიძლია გამოვთვალოთ ქმედების ߜ∗-ვარიაცია: [(ݐ)ݍ]ܵ∗ߜ = [(ᇱݐ)ᇱݍ]ܵ −  .[(ݐ)ݍ]ܵ
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ამ გამოსახულებაשი 

[(ᇱݐ)ᇱݍ]ܵ = න ᇱ௧మᇲݐ݀
௧భᇲ ℒ(ݍᇱ ,(ݐ) ሶᇱݍ  (ݐ)

ვისარგებლოთ საინტეგრაციო ცვლადის שეცვლის წესით: 

න ᇱ௧మᇲݐ݀
௧భᇲ = න ௧మݐ݀

௧భ
ݐ݀′ݐ݀ = න ݐ݀ ൬1 + ݐ݀ݐߜ݀ ൰௧మ

௧భ 	. 
გარდა ამისა, გამოვიყენოთ ტეილორის ფორმულა 

ℒ(ݍᇱ ,(ݐ) ሶᇱݍ (ݐ) = ℒ(ݍ + ,ݍ∗ߜ ሶݍ + δ∗ݍሶ) = 	ℒ(ݍ, (ሶݍ + ߲ℒ߲ݍ ݍ∗ߜ + ߲ℒ߲ݍሶ δ∗ݍሶ 

(ამ გამოსახულებაשი ნაგულისხმებია მუნჯი ინდექსებით დაჯამება). 
ამგვარად მივიღებთ:  

[(ݐ)ݍ]ܵ∗ߜ = න ௧మݐ݀
௧భ  ߲ℒ߲ݍ ݍ∗ߜ + ߲ℒ߲ݍሶ δ∗ݍሶ + ݐ݀ݐߜ݀ ℒ൨	. 

ვინაიდან  δ∗ݍ(ݐ) = (ݐ)ݍߜ + (ݐ)ሶݍ∗δ ݐߜ(ݐ)ሶݍ = (ݐ)ሶݍߜ + ሷݍ  ,ݐߜ(ݐ)
სრული ვარიაციისათვის ვიღებთ: 

[(ݐ)ݍ]ܵ∗ߜ = න ௧మݐ݀
௧భ  ߲ℒ߲ݍ (ݐ)ݍߜ) + (ݐߜ(ݐ)ሶݍ + ߲ℒ߲ݍሶ (ݐ)ሶݍߜ + ሷݍ (ݐ) ߲ℒ߲ݍሶ ݐߜ + ݐ݀ݐߜ݀ ℒ൨ = 

= න ௧మݐ݀
௧భ  ߲ℒ߲ݍ (ݐ)ݍߜ + ߲ℒ߲ݍ ݐߜ(ݐ)ሶݍ + ݐ݀݀ ൭ ߲ℒ߲ݍሶ ൱(ݐ)ݍߜ − ݐ݀݀ ൬ ߲ℒ߲ݍሶ൰ (ݐ)ݍߜ + ሷݍ (ݐ) ߲ℒ߲ݍሶ ݐߜ

+ ݐ݀ݐߜ݀ ℒ൩	. 
მარტივი გარდაქმნების שედეგად ეს გამოსახულება שეგვიძლია გადავწეროთ, 

როგორც 

[(ݐ)ݍ]ܵ∗ߜ	 = න ௧మݐ݀
௧భ ൝൭ ߲ℒ߲ݍ − ݐ݀݀ ൬ ߲ℒ߲ݍሶ൰൱ (ݐ)ݍߜ + ݐ݀݀ ൬ ߲ℒ߲ݍሶ ݍߜ + ℒݐߜ൰ൡ	. 

ამრიგად, ვიღებთ მნიשვნელოვან שედეგს 

[(ݐ)ݍ]ܵ∗ߜ = න ௧మݐ݀
௧భ ቊݍߜ[(ݐ)ݍ]ܵߜ(ݐ) (ݐ)ݍߜ + ݐ݀݀ ℳቋߜ ≡ [(ݐ)ݍ]ܵߜ + න ௧మݐ݀

௧భ ൜ ݐ݀݀  ,	ℳൠߜ
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სადაც ݍߜ[(ݐ)ݍ]ܵߜ(ݐ) = ߲ℒ߲ݍ − ݐ݀݀ ൬ ߲ℒ߲ݍሶ൰ 
არის ქმედების ვარიაციული წარმოებული, ხოლო 

(ݐ)ℳߜ =  ߲ℒ߲ݍሶ(ݐ) ே(ݐ)ݍߜ
ୀଵ + ℒݐߜ 

არის კოორდინატებისა და სიჩქარეების დროზე დამოკიდებული ფუნქცია. 
რადგანაც ეს ფუნქცია ქმედების ვარიაციის ინტეგრალשი שედის სრული 
წარმოებულის სახით, საბოლოოდ ვღებულობთ שემდეგ გამოსახულებას: 

[(ݐ)ݍ]ܵ∗ߜ = න ݐ݀ (ݐ)ݍߜ[(ݐ)ݍ]ܵߜ (ݐ)ݍߜ + ℳ௧మߜ
௧భ (ଶݐ) −  .(ଵݐ)ℳߜ

ახლა დაუשვათ, რომ ფუნქციები ݍ(ݐ) שეესაბამებიან ჭეשმარიტ მოძრაობას, 
ანუ აკმაყოფილებენ ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებებს ݍߜ[(ݐ)ݍ]ܵߜ(ݐ) ≡ ߲ℒ߲ݍ − ݐ݀݀ ൬ ߲ℒ߲ݍሶ൰ = 0	. 

ამ שემთხვევაשი [(ݐ)ݍ]ܵ∗ߜ = (ଶݐ)ℳߜ −  .(ଵݐ)ℳߜ
ამ שედეგზე დაყრდნობით, שეგვიძლია, ჩამოვაყალიბოთ მნიשვნელოვანი  თე-

ორემა, რომელსაც ეწოდება ემი ნიოტერის თეორემა: 

თუ ქმედება ინვარიანტულია (არ იცვლება) ݐ → ᇱݐ = ݐ + (ݐ)ݍ ݐߜ → (ᇱݐ)ᇱݍ = (ݐ)ݍ + δ∗ݍ(ݐ) 
გარდაქმნების მიმართ, ე.ი. [(ݐ)ݍ]ܵ∗ߜ = 0, 

მაשინ ექსტრემალური (ნამდვილი)  ტრაექტორიებისათვის ݍ =  (ݐ)௫௧ݍ
სიდიდე 

(ݐ)ℳߜ =  ߲ℒ߲ݍሶ(ݐ) ே(ݐ)ݍߜ
ୀଵ + ℒ;ݐߜ										ݍ =  (ݐ)௫௧ݍ

ინახება, ე.ი. ݀݀ݐ (ݐ)ℳߜ = 0 . 
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ლექცია 11 

§11.1.  ვარიაციული ამოცანა ორი დამოუკიდებელი ცვლადის 
  ემთხვევისათვისש

აქამდე განხილული ვარიაციული ამოცანები ეხებოდა שემთხვევებს ერთი 
დამოუკიდებელი ცვლადით, როდესაც ქმედების ფუნქციონალს აქვს ერთჯერადი 
ინტეგრალის სახე 

[ݔ]ܵ = න ௧మݐ݀
௧భ ,(ݐ)ݔ]ܮ ሶݔ  .[(ݐ)

განვაზოგადოთ ეს ამოცანა მრავალჯერადი ინტეგრალებით წარმოდგენილი 
ფუნქციონალებისათვის. 

დასაწყისისათვის განვიხილოთ ქმედება: 

ܵ = න ݐ݀ න ஶݔ݀
ିஶ

௧మ
௧భ ℒ(ݑ, ሶݑ ,  .(ᇱݑ

ვთვლით, რომ ლაგრანჟიანის სიმკვრივე ℒ დამოკიდებულია როგორც ველზე ݐ)ݑ, ሶݑ ასევე მის პირველ წარმოებულებზე ,(ݔ = ݐݑ߲߲ ᇱݑ											 =  .		ݔ߲ݑ߲	
ჩავატაროთ ველის ფუნქციის ვარიაცია ݐ)ݑ, (ݔ → ,ݐ)ݑ (ݔ + ,ݐ)ݑߜ  ,(ݔ

სადაც უსასრულოდ მცირე ფუნქციები აკმაყოფილებენ სტანდარტულ პირობებს ݐ)ݑߜଵ, (ݔ = ,ଶݐ)ݑߜ (ݔ = 0. 

ამასთან ერთად, ვთვლით, რომ სივრცულად დაשორებულ არეებשი ველები 
ნულდებიან ݐ)ݑ, ݔ → ±∞) = 0. 

ქმედების ფუნქციის ვარიაცია განიმარტება ტოლობით:  

ܵߜ = න ݐ݀ න ஶݔ݀
ିஶ

௧మ
௧భ [ℒ(ݑ + ,ݑߜ ሶݑ + ሶݑߜ , ᇱݑ + (ᇱݑߜ − ℒ(ݑ, ሶݑ ,  .[(ᇱݑ

ვინაიდან ამ დროს არ წარმოებს ინტეგრების ცვლადების გარდაქმნები, წარ-
მოებულების ვარიაციებისათვის გვექნება: ݑߜሶ = ݐ߲߲ ᇱݑߜ											ݑߜ = ݔ߲߲  .	ݑߜ
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ინტეგრალქვეשა გამოსახულებაשი გამოვიყენოთ მწკრივად გაשლა 

ܵߜ = න ݐ݀ න ஶݔ݀
ିஶ

௧మ
௧భ ൜߲ℒ߲ݑ ݑߜ + ߲ℒ߲ݑሶ ݐ߲߲ ݑߜ + ߲ℒ߲ݑ′ ݔ߲߲  ൠݑߜ

და ჩავატაროთ ნაწილობითი ინტეგრება: 

ܵߜ = න ݐ݀ න ஶݔ݀
ିஶ

௧మ
௧భ ൜߲ℒ߲ݑ ݑߜ − ൬ ݐ߲߲ ߲ℒ߲ݑሶ ൰ ݑߜ − ݔ߲߲ ൬߲ℒ߲ݑ′൰ ൠݑߜ + 

+ න ݐ݀ න ஶݔ݀
ିஶ

௧మ
௧భ  ݐ߲߲ ൬߲ℒ߲ݑሶ ൰ݑߜ + ݔ߲߲ ൬߲ℒ߲ݑ′ ൰൨ݑߜ = 

= න ݐ݀ න ஶݔ݀
ିஶ

௧మ
௧భ ൜߲ℒ߲ݑ ݑߜ − ൬ ݐ߲߲ ߲ℒ߲ݑሶ ൰ ݑߜ − ݔ߲߲ ൬߲ℒ߲ݑ′൰ ൠݑߜ + 

+ න ஶݔ݀
ିஶ ߲ℒ߲ݑሶ ൨௧భ௧మݑߜ + න ݐ݀ ߲ℒ߲ݑሶ ൨௫ୀିஶ௫ୀஶ௧మݑߜ

௧భ 	. 
სასაზღვრო პირობების გამო, მიღებულ გამოსახულებაשი ბოლო ორი წევრი 

ნულდება და საბოლოოდ ვღებულობთ: 

ܵߜ = න ݐ݀ න ஶݔ݀
ିஶ

௧మ
௧భ ൜߲ℒ߲ݑ − ݐ߲߲ ൬߲ℒ߲ݑሶ ൰ − ݔ߲߲ ൬߲ℒ߲ݑ′൰ൠ  .	ݑߜ

ქმედების ვარიაციის ნულთან გატოლება გვაძლევს ეილერ-ლაგრანჟის 

განტოლებას ველისათვის ݐ)ݑ, ߟℒ߲߲ :(ݔ − ݐ߲߲ ൬߲ℒ߲ݑሶ ൰ − ݔ߲߲ ൬߲ℒ߲ݑᇱ൰ = 0 . 
მაგალითისათვის განვიხილოთ ლაგრანჟიანის სიმკვრივე: 

ℒ = 12 ൬߲ݔ)ݑ, ݐ߲(ݐ ൰ଶ − 12 ଶݒ ቆ߲ݔ)ݑ, ݔ߲(ݐ ቇଶ	. 
ასეთი ლაგრანჟიანის שესაბამისი ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება აღწერს 

ტალღის გავრცელებას სიჩქარით ݒ  ߲ଶݐ߲ݑଶ − ଶݒ ߲ଶݔ߲ݑଶ = 0	. 
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§11.2.* მრავალგანზომილებიანი ვარიაციული ამოცანა  

განვიხილოთ ܦ-განზომილებიანი სივრცე კოორდინატებით  ݔ = ,ݔ) ,ଵݔ … ,  .(ିଵݔ
სივრცის რაიმე ܩ-არეשი განვმარტოთ ܰ-კომპონენტიანი ვექტორ-ფუნქცია (ველი) ݑ(ݔ), ܣ = 1,2, … ,ܰ.  

[ݑ]ܵ ევადგინოთ ფუნქციონალიש = න݀ݔℒ൫ݑ(ݔ), ீ,	൯(ݔ);ݑ  

სადაც שემოღებულია აღნიשვნა: ݑ;(ݔ) = ݔ߲(ݔ)ݑ߲ 	. 
ფუნქცია ℒ൫ݑ(ݔ),  .൯ წარმოადგენს ლაგრანჟიანის სიმკვრივეს(ݔ);ݑ
ჩავატაროთ დამოუკიდებელი ცვლადებისა და ველის ფუნქციების ინფინი-

ტეზიმალური (უსასრულოდ მცირე) გარდაქმნები: ݔ → ′ݔ = ݔ + (ݔ)ݑ ݔߜ → (′ݔ)′ݑ = (ݔ)ݑ +  .(ݔ)ݑߜ
განვმარტოთ ფუნქციონალის ვარიაცია [ݑ]ܵߜ = න݀ݔᇱℒ ቀݑᇱ(ݔᇱ), ቁ(ᇱݔ);′ݑ − න݀ݔℒ൫ݑ(ݔ), ൯ீீᇲ(ݔ);ݑ 	. 
აქ ܩᇱ არის ინტეგრების ახალი არე න݀ݔᇱ = න݀ܬݔ ቆ߲ݔ߲′ݔቇ	ீீᇲ , 

სადაც გარდაქმნის იაკობიანი ܬ ቆ߲ݔ߲′ݔቇ = det ฬ߲ݔᇱ߲ݔ ฬ = det|ߜ + ߲ݔߜ| = 1 +߲ݔߜ +  .	(ଶ(ݔߜ))ࣩ
დაწვრილებით განვიხილოთ ველებისა და მათი პირველი წარმოებულების 

გარდაქმნები. שემოვიღოთ ე.წ. ფუნქციის ფორმის ვარიაცია: (ݔ)ݑ̅ߜ = (ݔ)ᇱݑ − (ݔ)ݑ = ݔ)ݑ − (ݔߜ + ݔ)ݑߜ − (ݔߜ − (ݔ)ݑ = = (ݔ)ݑ − ߲ݔߜ(ݔ)ݑ + (ݔ)ݑߜ − (ݔ)ݑ + (ଶ(ݔߜ))ࣩ ≈ (ݔ)ݑߜ − ߲ݔߜ(ݔ)ݑ	. 
ველის წარმოებულის სრული ცვლილება არის ߜ(߲ݑ) = ߲ᇱݑᇱ(ݔᇱ) − ߲(ݔ)ݑ. 
ვინაიდან ߲߲ݔ = ݔ߲′ݔ߲ ′ݔ߲߲ = ߜ) + ߲ݔߜ) ′ݔ߲߲ ≈ ᇱݔ߲߲ + ߲ݔߜ  ,	ݔ߲߲
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ე.ი. ߲′ ≈ ߲ − ߲ݔߜ߲. 
წარმოებულის ვარიაციისათვის მივიღებთ: ߜ(߲ݑ) = ߲ᇱݑᇱ(ݔ′) − ߲(ݔ)ݑ = (߲ − ߲ݔߜ߲)(ݑ + (ݑߜ − ߲(ݔ)ݑ = ߲ݑߜ − ߲ݔߜ߲ݑ = = ߲൫(ݔ)ݑ̅ߜ + ߲ݔߜ(ݔ)ݑ൯ − ߲ݔߜ߲ݑ ≈ ߲(ݔ)ݑ̅ߜ + ߲߲ݔߜ(ݔ)ݑ	. 
ამრიგად, სრული ვარიაციებისათვის გვექნება: (ݔ)ݑߜ ≈ (ݔ)ݑ̅ߜ + ߲ݔߜ(ݔ)ݑ ߜ(߲ݑ) ≈ ߲(ݔ)ݑ̅ߜ + ߲߲ݔߜ(ݔ)ݑ	. 
ფუნქციონალის სრული ვარიაცია მოიცემა გამოსახულებით: ܵߜ = න݀ீݔ (1 + ߲ݔߜ)ℒ൫ݑ + (ݔ)ݑ̅ߜ + ߲ݔߜ(ݔ)ݑ, ߲ݑ + ߲(ݔ)ݑ̅ߜ + ߲߲ݔߜ(ݔ)ݑ൯ − 

−න݀ݔℒ(ݑ, ߲ݑ)ீ = න݀ݔ ቈ߲ℒ߲ݑ ൫(ݔ)ݑ̅ߜ + ߲ݔߜ(ݔ)ݑ൯ + ߲ℒ߲ݑ, ߲(ݔ)ݑ̅ߜ + ߲ℒ߲ݑ, ߲߲ݔߜ(ݔ)ݑீ + 

+න݀ீݔ ߲ݔߜℒ(ݑ, (ݑ߲ = න݀ݔ ቈቆ ߲ℒ߲ݑ − ߲ ߲ℒ߲ݑ,ቇ (ݔ)ݑ̅ߜ +ீ  

+න݀ݔ ߲ ൭ ߲ℒ߲ݑ, ൱(ݔ)ݑ̅ߜ + ߲ℒ߲ݑ ߲ݑ(ݔ)ݔߜ + ߲ℒ߲ݑ, ߲߲ݑ(ݔ)ݔߜ + ߲ݔߜℒ(ݑ, ൩ீ(ݑ߲ 	 
(ჩაწერის სიმოკლისათვის იქ, სადაც ეს שესაძლებელია, ველის ინდექსი ܣ ცხადი 
სახით არ არის მითითებული). 

ბოლო ინტეგრალქვეשა წევრი არის ܦ-განზომილებიანი დივერგენცია 

߲ ൭ ߲ℒ߲ݑ, ൱(ݔ)ݑ̅ߜ + ߲ℒ߲ݑ ߲ݑ(ݔ)ݔߜ + ߲ℒ߲ݑ, ߲߲ݑ(ݔ)ݔߜ + ߲ݔߜℒ(ݑ, ൩(ݑ߲ = ݔ߲ैߜ߲ 	, 
სადაც განმარტებულია სიდიდე 

ैߜ = ൭ ߲ℒ߲ݑ, ൱(ݔ)ݑ̅ߜ + ℒݔߜ	. 
ამგვარად, სრული ვარიაციისათვის ვღებულობთ გამოსახულებას: 

ܵߜ = න݀ݔ ቈቆ ߲ℒ߲ݑ − ߲ ߲ℒ߲ݑ,ቇ ீ(ݔ)ݑ̅ߜ + න݀ݔ ீݔ߲ैߜ߲ 	. 
გაუსის თეორემის დახმარებით, გარდავქმნათ ამ გამოსახულების ბოლო წევრი: න݀ݔ ீݔ߲ैߜ߲ = ර݀ߪఙ  .	ैߜ
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აქ ݀ߪ არის ܩ-არის שემომსაზღვრელი ߪ ზედაპირის ფართის ელემენტი 

ܩ߲) =  .(ߪ
ქმედების ფუნქციონალის სრული ვარიაცია שედგება ორი წევრისაგან: 

ܵߜ = න݀ݔ ቈቆ ߲ℒ߲ݑ − ߲ ߲ℒ߲ݑ,ቇ ீ(ݔ)ݑ̅ߜ + ර݀ߪఙ  .	ैߜ
თავდაპირველად განვიხილოთ მხოლოდ ველების ფორმის ვარიაციები, 

როდესაც ݔߜ = 0 და    (ݔ)ݑߜ ≈ (ݑ߲)ߜ (ݔ)ݑ̅ߜ ≈ ߲(ݔ)ݑ̅ߜ. 
მოვითხოვოთ, რომ ߪ ზედაპირზე (ݔ)ݑ̅ߜ = ݔ)	0 ∈  ინשმა .(ߪ

ܵߜ = න݀ݔ ቆ ߲ℒ߲ݑ − ߲ ߲ℒ߲ݑ,ቇ ீ(ݔ)ݑ̅ߜ 	. 
ვარიაცია ნულდება, როდესაც კმაყოფილდება ეილერ-ლაგრანჟის განტოლე-

ბები (ინტეგრების არეשი			ݑ̅ߜ(ݔ) ნებისმიერია) ߲ℒ߲ݑ − ߲ ߲ℒ߲ݑ, = 0	. 
ამგვარად, ველების ფორმის ვარიაციები გვაძლევენ ეილერ-ლაგრანჟის გან-

ტოლებებს.  
ისეთი გარდაქმნებისას ݔ → ′ݔ = ݔ + (ݔ)ݑ ݔߜ → (′ݔ)′ݑ = (ݔ)ݑ +  ,(ݔ)ݑߜ

რომლებიც არ ცვლიან ფუნქციონალს ܵ, ე.ი. ܵߜ = 0, სიდიდეები  

[௫௧ݑ]ैߜ = ൭ ߲ℒ߲ݑ, ൱(ݔ)ݑ̅ߜ + ℒݔߜ൩௨ୀ௨ೣೝ 
აკმაყოფილებს განტოლებას ߲ैߜ[ݑ௫௧]߲ݔ = 0	. 

ამ გამოსახულებაשი ფუნქციები ݑ௫௧(ݔ) წარმოადგენენ ეილერ-ლაგრანჟის 
განტოლებების ამონახსნს.  

ეს არის  ნიოტერის თეორემის მრავალგანზომილებიანი ვერსია. 
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§11.3.* მაგალითები: სკალარული და ვექტორული ველები 

მრავალგანზომილებიანი ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებები წარმოადგენენ 
ველის თეორიის დინამიკური განტოლებების მიღების მთავარ მეთოდს.  

განვიხილოთ ორი მაგალითი, როდესაც ველები ݑ(ݔ) წარმოადგენენ ფსევდო-
ევკლიდური (მინკოვსკის) სივრცის კოორდინატების ფუნქციებს: ݑ(ݔ) = ,ݔ)ݑ ,ଵݔ ,ଶݔ  .(ଷݔ

გამოვიყენოთ იგივე აღნიשვნები და שეთანხმებები, რომლებიც გვქონდა 
   .იש-.6.3-.6.1§§

თავდაპირველად განვიხილოთ სკალარულ ველზე დამოკიდებული ლაგრან-
ჟიანის სიმკვრივე: 

ℒ = 12∇ఓ߶(ݔ)∇ఓ߶(ݔ) + ݉ଶ2  .	(ݔ)߶(ݔ)߶
აქ ߶(ݔ) ერთკომპონენტიანი სკალარული ველია, ხოლო ݉ଶ	 – ველის მახასი-

ათებელი მუდმივა. 
ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება ߲ℒ߲߶ − ఓଷݔ߲߲

ఓୀ
∂ℒ∂ ൬߲߶߲ݔఓ൰ = 0 

߶ეიძლება ჩაიწეროს, როგორც განტოლება ߲ℒ߲ש −∇ఓ ∂ℒ∂൫∇ఓ߶൯ଷ
ఓୀ = 0	. 

პირველი წევრის გამოთვლა მარტივია ߲ℒ߲߶(ݔ) = ݉ଶ߶(ݔ)	.	 
ახლა გამოვთვალოთ ∂ℒ∂൫∇ఓ߶൯ ≡ 12 ∂∂൫∇ఓ߶൯ ఒఘ∇ఒ߶∇ఘ߶൧ߟൣ = 12 ߶ఓఒ∇ఘߜఒఘൣߟ +  ,	ఓఘ∇ఒ߶൧ߜ

საიდანაც გამომდინარეობს ტოლობა 

∇ఓ ∂ℒ∂൫∇ఓ߶൯ଷ
ఓୀ = ∇ఒ∇ఒ߶(ݔ) = −߲ଶ߶߲ݔଶ + ∆߶	. 

ამგვარად, ვღებულობთ მეორე რიგის კერძო წარმოებულებიან დიფერენცი-
ალურ განტოლებას ∇ఒ∇ఒ߶(ݔ) − ݉ଶ߶(ݔ) = 0 
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ან, რაც იგივეა, ቈ− ߲ଶ߲ݔଶ + ∆ −݉ଶ߶(ݔ) = 0	. 
ამ განტოლებას კლეინ-გორდონის განტოლება ეწოდება. 
მეორე მაგალითი ეხება ოთხკომპონენტიან ვექტორულ ველს ܣఓ(ݔ). שევადგი-

ნოთ მეორე რანგის ანტისიმეტრიული ტენზორი ܨఒఘ = ∇ఒܣఘ − ∇ఘܣఒ 
და ავაგოთ ლაგრანჟიანის სიმკვრივე  

ℒ = ఒఘܨఒఘܨ14− ଶ2ܯ−  .	ఒܣఒܣ
როგორც წინა שემთხვევაשი, שემოვიფარგლეთ ველების მიმართ კვადრატული 

წევრებით. აქაც ܯଶ ველის დამახასიათებელი მუდმივაა. 
ამოვწეროთ ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება ველისათვის ܣఓ(ݔ): ߲ℒ߲ܣఓ − ∇ఔ ∂ℒ∂൫∇ఔܣఓ൯ = 0	. 
წარმოებულებისათვის მივიღებთ: ߲ℒ߲ܣఓ = ఘଷܣఓఘߟଶܯ−

ఘ 	. 
ამის שემდეგ გამოვთვალოთ ∂ܨఒఘ∂൫∇ఔܣఓ൯ = ൫ߜఒఔߜఘఓ −  ఒఓ൯ߜఘఔߜ

და  ∂∂൫∇ఔܣఓ൯ ఒఘ൧ܨఒఘܨൣ = 4  ఒఘଷܨఓఘߟఔఒߟ
ఒ,ఘୀ 	. 

მაשასადამე,  

∇ఔ ∂∂൫∇ఔܣఓ൯ ఒఘ൧ଷܨఒఘܨൣ
ఔୀ = 4ߟఓఘ∇ఒܨఒఘଷ

ఘୀ 	. 
ამგვარად, ვღებულობთ განტოლებათა სისტემას 

ఘଷܣఓఘߟଶܯ−
ఘ +ߟఓఘ∇ఒܨఒఘଷ

ఘୀ = ߤ											0 = 0,1,2, 3, 
საიდანაც გამომდინარებს განტოლებები ∇ఔܨఔఓ ఓܣଶܯ− = 0 
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ან, რაც იგივეა, ∇ఔ∇ఔܣఓ − ఓܣଶܯ − ∇ఓ(∇ఔܣఔ) = 0. 

ვიმოქმედოთ მიღებული განტოლების ორივე მხარეზე დიფერენციალური 
ოპერატორით ∇ఓ. მუნჯი ინდექსების שეკვეცის שედეგად, ვღებულობთ განტოლებას ܯଶ∇ఓܣఓ = 0. 

იმ שემთხვევაשი, როდესაც ܯଶ ≠ 0, ავტომატურად კმაყოფილდება პირობა ∇ఔܣఔ = 0 

და ვექტორული ველის ყოველი ცალკეული კომპონენტი აკმაყოფოლებს კლეინ-
გორდონის განტოლებას ∇ఔ∇ఔܣఓ − ఓܣଶܯ = 0. 

როდესაც პარამეტრი ܯଶ = 0, ვღებულობთ განტოლებებს ∇ఔܨఔఓ = 0. 

ეს განტოლებები ელექტროდინამიკაשი ცნობილია მაქსველის განტოლებების 
პირველი წყვილის  სახელწოდებით.  

მოვახდინოთ მაქსველის ლაგრანჟიანის მოდიფიცირება ℒ = ఒఘܨఒఘܨ14− −  ,	ఓܣఓܬ
სადაც ܬఓ(ݔ) გარეשე ვექტორული ველია, რომელსაც დენის სიმკვრივე ეწოდება. ამ 
ఔఓܨემდეგ სახეს: ∇ఔש ი ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება მიიღებსשემთხვევაש =  .ఓܬ

ვიმოქმედოთ ამ ტოლობის ორივე მხარეზე ∇ఓ ოპერატორით. ვღებულობთ ∇ఓ∇ఔܨఔఓ = ∇ఓܬఓ. ܨఔఓ ტენზორის ანტისიმეტრიის გამო, მარცხენა მხარე ნულის ტოლია. 

ამრიგად, განტოლებები თვითשეთანხმებულია, თუ ܬఓ(ݔ) წარმოადგენს שენახვად 
ვექტორულ ველს, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას: ∇ఓܬఓ(ݔ) = 0. 
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III. ფურიეს გარდაქმნები 

ლექცია 12   

§12.1. პერიოდული ფუნქციის ფურიეს მწკრივი 

განვიხილოთ ერთი ნამდვილი ცვლადის პერიოდული ფუნქცია ݂(ݔ). ფუნქციას ݂(ݔ) აქვს პერიოდი ܮ, თუ ݔ-ის ყველა მნიשვნელობისათვის ݂(ݔ + (ܮ =  .(ݔ)݂
ამგვარი ფუნქციებია, მაგალითად,  ݑ(ݔ) = ܮ√1 ݁ଶగ ௫,						݇ ∈ ℤ		(	݇ = 0,±1,±2,… ). 
პერიოდული ფუნქციების თვისებების დასადგენად საკმარისია, განვიხილოთ 

ფუნქციის ყოფაქცევა დამოუკიდებელი ცვლადის ცვლილების სასრულ ინტერვალשი   −2ܮ ≤ ݔ ≤  .	2ܮ
განვმარტოთ ܮ-პერიოდული ფუნქციების სკალარული ნამრავლი 

ۧ݃|݂ۦ ≡ න /ଶ(ݔ)݃(ݔ)݂̅ݔ݀
ି/ଶ (ݔ)݂̅								, ≡  .	(ݔ)∗݂

მარტივი გამოთვლა გვიჩვენებს, რომ ݑۦ|ݑۧ = ݈)ߨ1݅2 − ݇) ݁ଶగ (ି)ଶ − ݁ିଶగ (ି)௫ଶ൨ = ݈)ߨ1 − ݇) sin ݈)ߨ − ݇) = ൜1,			݈ = ݇0,				݈ ≠ ݇	. 
ამგვარად, ფუნქციებისათვის ݑ(ݔ) მივიღეთ ორთონორმირების პირობა ݑۦ|ݑۧ =  .	ߜ
თუ ვისარგებლებთ ანალოგიით ევკლიდური სივრცის საბაზისო ვექტორების 

ორთონორმირების პირობასთან, שეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ ინტერვალשი ቂ– ଶ , ଶቃ 
ფუნქციები ݑ(ݔ) = ܮ√1 ݁ଶగ ௫ 

ქმნიან ორთონორმირებული ფუნქციების სისტემას. 

პერიოდული ფუნქციის ფურიეს მწკრივი განიმარტება გამოსახულებით ݂(ݔ) =ܿ∈ℤ
ܮ√1 ݁ଶగ ௫ =ܿ∈ℤ

ܮ√1 ݁ೖ௫ , 



 98

სადაც ფურიე-კოეფიციენტები 

ܿ = න݀ݔ ܮ√1 ݁ିଶగ ௫݂(ݔ)
ଶ

ିଶ
	. 

ფურიეს მწკრივი წარმოადგენს უსასრულო რაოდენობის ბრტყელი ტალღების 
სუპერპოზიციას. თითოეული ტალღა ხასიათდება ე.წ. ݇-ური ჰარმონიკის ტალ-
ღური რიცხვით  = ܮߨ2 ݇,							݇ ∈ ℤ	, 
რომელსაც აქვს დისკრეტული სპექტრი. 

განვმარტოთ ფუნქცია ߜ(ݔ − (ᇱݔ =ݑ(ݔ)ݑത(ݔᇱ)∈ℤ = ݁ଶగܮ1 ൫௫ି௫ᇲ൯∈ℤ = ݔ)ߜ − ᇱݔ +  .	(ܮ
პერიოდული ფუნქციისათვის ݂(ݔ)	სამართლიანია ტოლობა 

න ݔ)ߜݕ݀ − (ݕ)݂(ݕ = න (ݕ)തݑ(ݔ)ݑݕ݀ ݑ(ݕ)ܿ = (ݔ)݂
/ଶ

ି/ଶ
/ଶ

ି/ଶ 	. 
ݔ)ߜ ი ფუნქციასשპერიოდული ფუნქციების კლას-ܮ ეიძლება ითქვს, რომש −  (ᇱݔ

აქვს ფილტრაციის თვისება. ამ ფუნქციას პერიოდულ ߜ-ფუნქციას უწოდებენ. 

ამგვარად, ინტერვალשი ቂ– ଶ , ଶቃ ფუნქციები ݑ(ݔ) ქმნიან სრულ ორთონორმი-

რებულ სისტემას, ე.ი. שეგვიძლია, ეს ფუნქციები განვიხილოთ, როგორც ბაზისი 
უსასრულო განზომილების მქონე კომპლექსურ სივრცეשი. ამ სივრცის ელემენ-
ტებია კომპლექსური ܮ-პერიოდული ფუნქციები.  

§12.2. ფურიეს ინტეგრალი 

განვიხილოთ ფურიეს მწკრივის ზღვარი, როდესაც პერიოდი ܮ → ∞. ასეთ 
∆ ი  ტალღური რიცხვის ბიჯიשემთხვევაש = ܮߨ2 = Δ → 0 

და დასაשვები ტალღური რიცხვების სპექტრი ხდება უწყვეტი. ჩავატაროთ გარ-
დაქმნები:  ݂(ݔ) = ܮ√1 ݁ଶగ ௫ܿ = ܮ√1 ߨ2ܮ 2ܮߨ ݁ଶగ ௫ܿ =  

= ೖ௫݁∆ߨ2√1 ඨ ߨ2ܮ ܿ = ೖ௫݁∆ߨ2√1 	 ሚ݂(). 



 99

აქ שემოღებულია აღნიשვნები: 

 = ܮߨ2 ∆					,݇ = ܮߨ2 ,						 ሚ݂() = ඨ ߨ2ܮ ܿ	. 
ვინაიდან 

ܿ = ܮ√1 න݀ି݁ݔೖ௫݂(ݔ)ଶ
ିଶ

	, 
ვღებულობთ, რომ  

ሚ݂() = ߨ2√1 න݀ି݁ݔೖ௫݂(ݔ)ଶ
ିଶ

 

გამოსახულება  1√2ߨ∆݁ೖ௫ ሚ݂()  

წარმოადგენს რიმანის ჯამს, რომელიც ზღვარשი  ܮ → ∞ გვაძლევს ݂(ݔ) ფუნქციის 
ინტეგრალურ წარმოდგენას 

(ݔ)݂ = න ݀ ݁௫√2ߨ ሚ݂()ஶ
ିஶ 	, 

სადაც  ሚ݂() = lim→ஶඨ ߨ2ܮ ܿ = න ݔ݀ ݁ି௫√2ߨ ஶ(ݔ)݂
ିஶ 	. 

ამგვარად, მივიღეთ: ݂(ݔ) ფუნქციის წარმოდგენა ფურიეს ინტეგრალის სახით 

(ݔ)݂ = න ݀ ݁௫√2ߨ ሚ݂()ஶ
ିஶ 	, 

სადაც ݂(ݔ)-ფუნქციის ფურიე-სახე 

ሚ݂() = න ݔ݀ ݁ି௫√2ߨ ஶ(ݔ)݂
ିஶ . 

ფუნქციის ფურიე-სახის არსებობისათვის აუცილებელა, რომ სრულდებოდეს 
პირობა: ݂(ݔ) → 0	, როდესაც ݔ → ±∞. 
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12.3. ფურიეს გარდაქმნის ძირითადი თვისებები 

ქვემოთ ჩამოთვლილია שესაბამისობის წესები ფუნქციასა და მის ფურიე-
სახეს שორის. 

1.  წრფივობა ݃(ݔ) = (ݔ)݂ߙ 								⟺ 								 ݃(݇) = ߙ ሚ݂(݇) 	ℎ(ݔ) = (ݔ)݂ + (ݔ)݃ 							⟺ 						 ℎ෨(݇) = ሚ݂(݇) + ݃(݇)	; 
2.  მასשტაბური გარდაქმნა (ߙ ნამდვილია) 											݃(ݔ) = (ݔߙ)݂ 										⟺								 ݃(݇) = ଵ|ఈ| ሚ݂ ቀఈቁ	; 
3.  ტრანსლაცია/ექსპონენტზე გამრავლება 

(ݔ)݃											  = ݔ)݂ − (ߙ 							⟺ 											 ݃(݇) = ݁ିఈ ሚ݂(݇)		 							݃(ݔ) = ݁ఈ௫݂(ݔ) 							⟺ 								 ݃(݇) = ሚ݂(݇ −  ;(ߙ
4.  დიფერენცირება/გამრავლება 							݃(ݔ) = ݂ᇱ(ݔ) 							⟺ 						 ݃(݇) = ݅݇ ሚ݂(݇) 												݃(ݔ) = (ݔ)݂ݔ 						⟺								 ݃(݇) = ݅݇ ሚ݂′(݇)	; 
5.  დუალობა 																	݃(ݔ) = ሚ݂(ݔ) 						⟺ 					 ݃(݇) = ݂(−݇)	; 
6.  კომპლექსური שეუღლება 																			݃(ݔ) = ∗[(ݔ)݂] 									⟺ 								 ݃(݇) = ൣ ሚ݂(−݇)൧∗	; 
7.  ლუწობა ݂(−ݔ) = (ݔ)݂± 		 			 ⟺ ሚ݂(−݇) = ± ሚ݂(݇). 

§12.4. დირაკის ઼-ფუნქციის ცნება  

დირაკის ߜ-ფუნქცია არ წარმოადგენს ფუნქციას ამ ცნების სტანდარტული 
გაგებით და იგი მიეკუთვნება ე.წ. განზოგადებული ფუნქციების კლასს. ასეთ 
ფუნქციებს ასევე განაწილებებსაც უწოდებენ. ߜ-ფუნქცია იძენს שინაარსს ინტეგ-
რალის ნიשანქვეש. 

დირაკის დელტა ფუნქციის განმსაზღვრელი თვისებებია (ݔ)ߜ = ݔ						,0 ≠ 0 

න (ݔ)ߜ(ݔ)݂ݔ݀ = ݂(0)ஶ
ିஶ න (ݔ)ߜݔ݀ = 1ஶ

ିஶ , 
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სადაც ݂(ݔ) არის კარგი ყოფაქცევის (გლუვი, დიფერენცირებადი) ფუნ-
ქცია, ისეთი, რომ  ݂(∞) = ݂(−∞) = 0. 

ამას გარდა, სასრული ინტერვალების שემთხვევებשი, სამართლიანია 
ტოლობები: 

න݀(ݔ)ߜ(ݔ)݂ݔ = ݂(0),											ܽ < 0 < ܾ
  

න݀(ݔ)ߜݔ = 1, ܽ < 0 < ܾ
 . 

ჩამოთვლი თვისებებიდან გამომდინარე, שეიძლება დავასკვნათ, რომ (ݔ)ߜ = ቄ∞, ݔ = 00, ݔ ≠ 0. 

ჩვეულებრივი აზრით, ასეთი ფუნქცია  არ არსებობს.  

§12.5.	઼-ფუნქციის აპროქსიმაციები 

დირაკის ߜ-ფუნქცია שეიძლება განიმარტოს გარკვეული ზღვრული პროცედუ-
რის დახმარებით. დაუשვათ, რომ გვაქვს ფუნქციების მიმდევრობა ߜ(ݔ), სადაც 
ინდექსი ݊ ∈ ℕ. ეს ფუნქციები ისეა שერჩეული, რომ სრულდება პირობები: lim→ஶߜ(ݔ) = 0 ∀ ݔ ≠ 0  

lim→ஶ න ஶ(ݔ)݂ݔ݀
ିஶ (ݔ)ߜ = ݂(0). 

ამგვარი ფუნქციების მაგალითს წარმოადგენს გაუსის განაწილების ფუნქცია  ߜ(ݔ) = ߨ݊√ (ଶݔଶ݊−)ݔ݁ ∶ 
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 ევამოწმოთ ამ დებულების სამართლიანობა. განვიხილოთ ინტეგრალიש

ܫ = න ஶ(ݔ)݂ݔ݀
ିஶ ߨ݊√  .	(ଶݔଶ݊−)ݔ݁

თუ ݂(ݔ) = 1,	 მაשინ გაუსის ინტეგრალი 

න ஶݔ݀
ିஶ ߨ݊√ (ଶݔଶ݊−)ݔ݁ = 1	. 

როდესაც ݊ ≫ 1 ინტეგრალი უახლოვდება სიდიდეს 

̅ܫ = න ஶ(0)݂ݔ݀
ିஶ ߨ݊√ (ଶݔଶ݊−)ݔ݁ = ݂(0). 

ამასთან, lim→ஶ ߨ݊√ (ଶݔଶ݊−)ݔ݁ = ݔ		∀					0 ≠ 0	. 
მაשასადამე, שეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ  

lim→ஶ න ஶ(ݔ)݂ݔ݀
ିஶ ߨ݊√ (ଶݔଶ݊−)ݔ݁ = ݂(0)	. 

ჩვენ უკვე აღვნიשნეთ, რომ საინტეგრაციო ფუნქცია ݂(ݔ) უნდა იყოს კარგი 

ყოფაქცევის ფუნქცია, ე.ი. იგი არ უნდა ქმნიდეს პრობლემებს ݔ-არგუმენტის დი-

დი მნიשვნელობებისას. 

ამგვარად, დირაკის δ-ფუნქცია שეიძლება განიმარტოს ინტეგრალური ტო-

ლობით න (ݔ)݂(ݔ)ߜݔ݀ =ஶ
ିஶ lim→ஶ න ஶ(ݔ)݂(ݔ)ߜݔ݀

ିஶ = ݂(0)	. 
 ფუნქცია არის-ߜ -ფუნქციების მოყვანილი განმარტებიდან ვასკვნით, რომߜ

ლუწი ფუნქცია: (ݔ−)ߜ =  .(ݔ)ߜ
ამას გარდა, სამართლიანია ტოლობა: (ݔܽ)ߜ = 1ܽ ܽ										,(ݔ)ߜ > 0	. 
მართლაც, שემოვიღოთ აღნიשვნა ݔᇱ =  ݔܽ

න (ݔ)݂(ݔܽ)ߜݔ݀ = 1ܽ න ݂(ᇱݔ)ߜᇱݔ݀ ቆݔᇱܽቇ = 1ܽ ݂(0) = න ݔ݀ 1ܽ ஶ(ݔ)݂(ݔ)ߜ
ିஶ

ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ 	. 
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ამას გარდა, ვინაიდან න ݔ)ߜݔ݀ − ݔ)(ܿ − (ݔ)݂(ܿ = ݔ) − ܿ)௫ୀ݂(ܿ) = 0ஶ
ିஶ 	, 

ݔ) ეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომש − ܿ) ∙ ݔ)ߜ − ܿ) = -ფუნქციის წარმოებული განიმარტება ნაწილობითი ინტეგრების წესის გა-ߜ .0
მოყენებით: 

න (ݔ)݂(ݔ)′ߜݔ݀ =ஶ
ିஶ − න (ݔ)ᇱ݂(ݔ)ߜݔ݀ = −݂ᇱஶ

ିஶ (0)	. 
ბოლო שედეგი გამომდინარეობს ტოლობიდან: 

න ݔ݀ ݔ݀݀ ൫(ݔ)݂(ݔ)ߜ൯ = (∞)݂(∞)ߜ − ஶ(∞−)݂(∞−)ߜ
ିஶ = 

= (∞)݂](∞)ߜ − ݂(−∞)] = 0. 

აქ ჩვენ გავითვალისწინეთ, რომ ݂(∞) = ݂(−∞) = 0. 

§12.6. ઼-ფუნქციის ელემენტარული თვისებები ߜ-ფუნქცია განმარტებულია ინტეგრალური ტოლობით 

න݀ݔ)ߜ′ݔ − (′ݔ)݂(ᇱݔ = ൜ (ݔ)݂ ܽ < ݔ < ݔ						0,ܾ < ܽ, ݔ > ܾ.
  

 :ფუნქციის ძირითადი თვისებებია-ߜ
1.  ლუწობა (ݔ−)ߜ =  ;(ݔ)ߜ
 ფუნქციის წარმოებული ߜ  .2

න݀ݔ)′ߜݔ − (ݔ)݂(ᇱݔ = ൜−݂′(ݔᇱ)								ܽ < ᇱݔ < ᇱݔ						0ܾ < ܽ, ᇱݔ > ܾ
  

(ݔ−)ᇱߜ =  ;(ݔ)ᇱߜ−
[(ݔ)݂]ߜ იשემთხვევაש ფუნქცია რთული არგუმენტის-ߜ  .3 = 1|݂ᇱ(ݔ)| ݔ)ߜ − ;(ݔ (ݔ)݂ = 0 , 
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მაგალითად, (ݔߙ)ߜ = |ߙ|1 ଶݔ)ߜ (ݔ)ߜ − (ଶߙ = |ߙ|12 ݔ)ߜ] − (ߙ + ݔ)ߜ +  ;	[(ߙ
4.  ჰევისაიდის (კიბისებური) ფუნქცია განიმარტება ტოლობით (ݔ)ߠ = ቄ1,					ݔ ≥ ݔ						,0,0 < 0. 

ჰევისაიდის ფუნქციის წარმოებული ემთხვევა დირაკის ߜ-ფუნქციას ߠᇱ(ݔ) =  .(ݔ)ߜ
 

ܫ = න (ݔ)݂ݔ݀ ݔ݀ߠ݀ = ାஶ			ஶି[(ݔ)ߠ(ݔ)݂] 11 −ାஶ
ିஶ  

− න (ݔ)ߠ(ݔ)ᇱ݂ݔ݀ = ݂(+∞) −ାஶ
ିஶ න (ݔ)ᇱ݂ݔ݀ = ݂(+∞) − [݂(+∞) − ݂(0)] = ݂(0)ାஶ

  

საინტერესოა, რომ ჰევისაიდის ფუნქცია שეიძლება წარმოვადგინოთ, როგორც ინ-
ტეგრალი 

(ݔ)ߠ = ݅ߨ12 න ߦ݀ ݁௫కߦ − ݅0ାஶ
ିஶ 	. 

ეს ინტეგრალი გამოითვლება ნაשთთა თეორიის გამოყენებით (იხ. ლექცია 14). 

§12.7. დირაკის ઼-ფუნქცია ℝ სივრცეשი 

სამგანზომილებიან ევკლიდურ სივრცეשი დირაკის ߜ-ფუნქცი გამოისახება ინ-
ტეგრალით: ࢘)ߜ − (࢘ = 	ଷ(ߨ2)1 න݀ଷ ݁∙(࢘ି࢘బ) = ݔ)ߜ − ݕ)ߜ(ݔ − ݖ)ߜ(ݕ −  .(ݖ
ამ ფუნქციის განმსაზღვრელი თვისებაა ტოლობა 

ම݀ଷ࢘)ߜ(࢘)݂࢘ − (࢘ = ൜݂(࢘)							࢘ ∈ ࢘																0,ܸ ∉ ܸ,  

რომელიც არ არის დამოკიდებული კოორდინატთა სისტემის არჩევაზე. მაგალი-
თად, სფერულ პოლარულ კოორდინატთა სისტემაשი ࢘)ߜ − (࢘ = ݎ)ߜ − ଶݎ(ݎ ∙ ߠ)ߜ − )sinߠ 	ߠ ߮)ߜ − ߮). 
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§12.8. სასარგებლო ფორმულები 

 

(ݔ)݂ = ߨ12 න ݀݇݁௫ܨ(݇)ஶ
ିஶ (݇)ܨ  = න ݀݇݁ି௫݂(ݔ)ஶ

ିஶ  

(ݔ)݂ = (݇)ܨ (ݔ)ߜ = 1 

(ݔ)݂ = (݇)ܨ 1 =  (݇)ߜߨ2
(ݔ)݂ = ݁ି|௫| ܨ(݇) = 2ܽܽଶ + ݇ଶ (ܽ > 0) 
(ݔ)݂ = 2ܽܽଶ + (݇)݂ ଶݔ =  ||ି݁ߨ2
(ݔ)݂ = ݁ିଵଶ௫మ ܨ(݇) = ߨ2√ ݁ିଵଶమ 
݂ᇱ(ݔ) ݅݇ܨ(݇) 
 (݇)ᇱܨ݅ (ݔ)݂ݔ
න݀(ݑ)݂ݑ௫
ିஶ  ݇݅/(݇)ܨ 

ݔ)݂ − ܽ) ݁ିܨ(݇) 
݁௫݂(ݔ) ܨ(݇ − ܽ) 
ܨ (ݔܽ)݂ ൬݇ܽ൰ /ܽ 

 (݇)ܩ(݇)ܨ (ݔ)݃∗(ݔ)݂
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ლექცია 13 

§13.1.* დისკრეტული ფურიეს გარდაქმნა  

როგორც დავადგინეთ, პერიოდული ფუნქცია, ე.ი. ისეთი ფუნქცია, რომელიც 
აკმაყოფილებს პირობას  ݂(ݔ + (ܮ =  ,(ݔ)݂
 ალოს უსასრულო ფურიეს მწკრივადשეიძლება გაიש

(ݔ)݂ = ܮ√1  ܿ݁ଶగ ∙௫ஶ
ୀିஶ ≡  ܿஶ

ୀିஶ  ,	(ݔ)ݑ
სადაც ფურიე-კოეფიციენტები 

ܿ = ܮ√1 න݀ݔଶ
ିଶ

݁ିଶగ ∙௫݂(ݔ). 
ფუნქციები ݑ(ݔ),			݇ ∈ ℤ	 ქმნიან ორთონორმირებულ ბაზისს ܮ-პერიოდული 

ფუნქციების წრფივ სივრცეשი 

න (ݔ)ݑ(ݔ)തݑݔ݀ = /ଶߜ
ି/ଶ 	. 

−სიგრძის ინტერვალი ቂ ܮ ଶ , ଶቃ	დავყოთ ܽ-სიგრძის ܰ თანაბარ მონაკვეთად, ასე 

რომ, ܮ = ܰܽ. 

სიმარტივისათვის ჩავთვალოთ, რომ ܰ ლუწია. გამოვყოთ წერტილები კოორ-
დინატებით ݔ = ݊ܽ,					݊ = 0,±1,±2,⋯ ,± ൬2ܰ − 1൰ ,± 2ܰ 	. 

უწყვეტ პერიოდულ ფუნქციას ݂(ݔ) שევუსაბამოთ ამ ფუნქციის მნიשვნელო-
ბათა დისკრეტული სიმრავლე 

݂ ≡ 					;(ݔ)݂ ݂ି ே/ଶ = ே݂/ଶ. 
ბოლო ტოლობა გვაძლევს იმის שესაძლებლობას, რომ გავაიგივოთ ინტერვა-

ლის კიდურა წერტილები ିݔே/ଶ~ݔே/ଶ. 
{ემოვიღოთ ინდექსების სიმრავლე ሼܰש ,ემდგომისთვის მოსახერხებელიაש = ൜0,±1,±2,⋯ ,± ൬2ܰ − 1൰ , 2ܰൠ	. 
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დავუბრუნდეთ კრონეკერის სიმბოლოს ინტეგრალურ წარმოდგენას: 

௦ߜ = න ݔ݀ ܮ√1 ݁ିଶగ ௦∙௫ ܮ√1 ݁ଶగ ∙௫		/ଶ
ି/ଶ ,ݏ				 ݎ ∈ ℤ	. 

ინტეგრალი שევცვალოთ რიმანის ჯამით:  

න ݔ݀ ܮ√1 ݁ିଶగ ௦∙௫ ܮ√1 ݁ଶగ ∙௫ ⟹	  ܮܽ
ேଶ

ୀିቀேଶିଵቁ
/ଶ

ି/ଶ ݁ିଶగ ௦∙݁ଶగ ∙ ≡ 

≡  1ܰ ݁ିଶగே ௦∙݁ଶగே ∙ = 1ܰ
∈ሼே}  ݁ଶగே (ି௦)∙∈ሼே} 	. 

ამგვარად, ვღებულობთ კრონეკერის სიმბოლოს წარმოდგენას שემდეგი ჯამის 
სახით: ߜ௦ = 1ܰ  ݁ଶగே (ି௦)∙∈ሼே} ,ݎ						, ݏ ∈ ሼܰ}; ݎ			 − ݏ ∈ ሼܰ}	݉݀	ܰ	. 

კრონეკერის სიმბოლოს გამოყენებით שეგვიძლია שევამოწმოთ, რომ სამართ-
ლიანია დისკრეტული ფურიეს წარმოდგენა: 

݂ ≡ ݂(݊ܽ) = 1√ܰ  ሚ݂∈ሼே} ݁ଶగே ∙ = ݂ାே 

ሚ݂ = 1√ܰ  ݂∈ሼே} ݁ିଶగே ∙ = ሚ݂ାே	. 
მართლაც, 1√ܰ  ൭ 1√ܰ  ݂∈ሼே} ݁ିଶగே ∙൱∈ሼே} ݁ଶగே ∙ =  ݂ ൭1ܰ  ݁ଶగே (ି)∙∈ሼே} ൱∈ሼே} = 

=  ݂ߜ = ݂∈ሼே} 	. 
მოყვანილი ფორმულები, არსებითად, წარმოადგენენ გარდაქმნებს ܰ-ელემენ-

ტიან ორ დისკრეტულ სიმრავლეს שორის: 

݂ ↔ ሚ݂	. 
უფრო ზუსტად, ეს არის წრფივი שებრუნებადი გარდაქმნები, რომლებიც 

ხორციელდება ܰ × ܰ უნიტარული მატრიცების დახმარებით: 

݂ = 1√ܰ  ݁ଶగே ∙ ሚ݂∈ሼே} ≡ℱ ሚ݂  

ሚ݂ = 1√ܰ  ݂∈ሼே} ݁ିଶగே ∙ =  ݂ℱ∗ =∈ሼே}  ݂(ℱற)∈ሼே} 	. 
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გარდაქმნის მატრიცა მოიცემა გამოსახულებით [ℱ] = ݁మഏಿ∙. 
ვინაიდან საქმე გვაქვს პერიოდულ სიდიდეებთან,  

݂ = ݂ାே;									 ሚ݂ାே = ሚ݂		 
ჯამებשი საკმარისია שემოვიფარგლოთ სიმრავლით ሼܰ} ݊ ∈ ሼܰ}; ݎ						 ∈ ሼܰ}. 

განვიხილოთ სიდიდე 2ܰߨ ݎ ∙ ݊ = ߨ2ܽܰ ݎ ∙ ݊ܽ = ܮߨ2 ݎ ∙ ݊ܽ =  ∙  .ݔ
ვინაიდან − 2ܰ < ݊, ݎ ≤ 2ܰ , 

ვღებულობთ, რომ − ߨܽ = − 2ܰ ܮߨ2 < ܮߨ2 ݎ ≤ ܮߨ2 2ܰ =  ,ߨܽ
ე.ი. ტალღური ვექტორის ცვლილების არე განისაზღვრება პირობით − ߨܽ <  ≤  .	ߨܽ

ტალღური ვექტორების სივრცეს ეწოდება იმპულსური სივრცე, ხოლო 
ინტერვალს ቀ− ߨܽ ,  ቃߨܽ
ეწოდება ბრილუენის პირველი ზონა. იგი აღინიשნება როგორც ሼܩ} ≡  .ܼܤ1

ფურიეს გაשლები שეიძლება გადავწეროთ שემდეგი სახით: 

݂ = 1√ܰ  ሚ݂∈ሼீ} ݁∙ 

ሚ݂ = 1√ܰ  ݂∈ሼே} ݁ି∙	. 
ვინაიდან ݎ-ინდექსის ცვლილების ბიჯი ∆ݎ = 1, ტალღური ვექტორის ცვლი-

ლების ბიჯი იქნება  Δ݇ = ܮߨ2 	. 
 ეიცვალოს ინტეგრალითש ეიძლებაש ისათვის ჯამი-ܮ ესაბამისად, დიდიש

݂ ≡ 1√ܰ  ሚ݂∈ሼீ} ݁∙ = 1√ܰ ߨ2ܮ  ܮߨ2 ሚ݂∈ሼீ} ݁∙ = 

= ߨ12  Δ݇	൫ܽ√ܰ ሚ݂൯∈ሼீ} ݁∙ → ߨ12 න݀݇గ
ିగ

ሚ݂(݇)݁∙ 
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ሚ݂(݇) = ܽ√ܰ ሚ݂ =  ܽ ݂∈ሼே} ݁ି∙	. 
დავაფიქსიროთ ფარდობა ே = ܽ  და განვიხილოთ  ზღვარი  ܮ → ∞,ܰ → 	∞. 

ამგვარ ზღვარს ფიზიკაשი თერმოდინამიკული ზღვარი ეწოდება. ამ שემთხვე-
ვაשი ადგილი აქვს  ფურიეს გარდაქმნებს: 

݂ = ߨ12 න ݀݇గ
ିగ

ሚ݂(݇)݁∙								 ሚ݂(݇) =ܽ ݂∈ℤ ݁ି∙. 
კრონეკერისა და დირაკის დელტებისათვის  სამართლიანია წარმოდგენები: 

ߜ = ߨ2ܽ න (ି)݁݀
గ

ିగ
)ߜ					 − (′ = ݁൫ିᇲ൯∈ℤߨ2ܽ 	. 

გადასვლა დისკრეტული ჯამებიდან ინტეგრალებზე ხორციელდება שესაბამი-
სობის წესების გამოყენებით:  ݇ ↔ ܮߨ2 −					;ݎ 2ܰ < ݎ ≤ 2ܰ :		→ 	− ߨܽ < ݇ ≤ ߨܽ

 

 →	∈ሼே} න ݀݇గ/
ିగ/ 	. 

§13.2.* ფურიეს გარდაქმნების ძირითადი თვისებები 

ჩვენ მივიღეთ ფურიეს გაשლებისა და გარდაქმნების რამდენიმე ვარიანტი: 
1. პერიოდული ფუნქცია ݂(ݔ + (ܮ = (ݔ)݂ (ݔ)݂ = ܮ√1 ሚ݂∈ℤ ݁ೖ௫;						 = ܮߨ2 ݇;		−∞ ≤ 	݇ ≤ ∞ 

ሚ݂ = ܮ√1 න݀ݔ		ଶ
ିଶ

݁ೖ௫݂(ݔ) 
ݔ)ߜ − (ᇱݔ = ݁ೖ(௫ି௫ᇲ)∈ℤܮ1  

ߜ = ܮ1 න݀ݔ		ଶ
ିଶ

݁(ି)௫	; 
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2. ზღვარი  ܮ → ∞:				Δ = ଶగ → 0 

(ݔ)݂ = න ߨ2√݀ ݁∙௫ஶ
ିஶ ሚ݂()										 ሚ݂() = න ߨ2√ݔ݀ ݁ି∙௫ஶ

ିஶ  (ݔ)݂
ݔ)ߜ − (ᇱݔ = න ߨ2݀ ݁൫௫ି௫ᇲ൯ஶ

ିஶ )ߜ									 − (ᇱ = න ߨ2ݔ݀ ݁൫ିᇲ൯௫	;ஶ
ିஶ  

3. დისკრეტული კოორდინატები:   ܮ = ݔ ܰܽ = ܽ݊;										 ݂ = ݊ (ݔ)݂ ∈ ሼܰ}:							݊ = 0,±1,±2,⋯ ,± ൬2ܰ − 1൰ , 2ܰ  

݂ = 1√ܰ  ݁ଶగே  ሚ݂∈ሼே} 												 ሚ݂ = 1√ܰ  ݁ିଶగே  ݂∈ሼே}  

௦ߜ = 1ܰ  ݁ଶగே (ି௦)∈ሼே}  

 ∈ ቀ− ߨܽ , + ቃߨܽ :					Δ = ܮߨ2 ;						ሼܩ} ≡  ;	ܼܤ1
4. თერმოდინამიკური ზღვარი ܮ → ∞,			ܰ → ∞:			 ே = ܽ 

݂ = න ߨ2݀ ݁
గ

ିగ
ሚ݂()										 ሚ݂() =  ܽ݁ିஶ

ୀିஶ ݂ 

ߜ = ܽ න ߨ2݀ ݁(ି)
గ

ିగ
)ߜ							 − (′ = ݁൫ିᇲ൯∈ℤߨ2ܽ 	. 

§13.3.* პარსევალის ტოლობები 

პარსევალის ტოლობები ანდა პარსევალის იგივეობები გამოიყენება   ფუნქცი-
ებისგან שედგენილი კვადრატული ფორმების დიაგონალიზაციისათვის ფურიეს 
გარდაქმნების გამოყენებით.  

სამართლიანია שემდეგი თანაფარდობები: 
ა) უწყვეტი שემთხვევა (სასრული ინტერვალი ܮ < ∞) პერიოდული ფუნქციებისათვის  ݂(ݔ) = ܮ√1  ሚ݂݁ଶగ ∙௫ஶ

ୀିஶ (ݔ)݃							 = ܮ√1  ݃݁ଶగ ∙௫ஶ
ୀିஶ  

න (ݔ)݃∗[(ݔ)݂]ݔ݀ =  ൣ ሚ݂൧∗ ݃ஶ
ୀିஶ

/ଶ
ି/ଶ ; 
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ბ) უწყვეტი שემთხვევა (უსასრულო ინტერვალი ܮ~∞) ݂(ݔ) = න ߨ2√݀ ݁∙௫ஶ
ିஶ ሚ݂()															 ሚ݂() = න ߨ2√ݔ݀ ݁ି∙௫ஶ

ିஶ  (ݔ)݂
∗[(ݔ)݂] = න ߨ2√݀ ݁ି∙௫ஶ

ିஶ ൣ ሚ݂()൧∗;	 
									 න (ݔ)݃∗[(ݔ)݂]ݔ݀ =ஶ

ିஶ න ஶ݀
ିஶ ൣ ሚ݂()൧∗ ݃(). 

გ) დისკრეტული שემთხვევა 

݂ = 1√ܰ  ݁ଶగே  ሚ݂∈ሼே} 	,								 ሚ݂ = 1√ܰ  ݁ିଶగே  ݂∈ሼே}  

[ ݂]∗ = 1√ܰ  ݁ଶగே ൣ ሚ݂ି ൧∗∈ሼே}  

 [ ݂]∗݃ =  ൣ ሚ݂൧∗ ݃∈ሼே}∈ሼே}  

 [ ݂]∗݃ାଵ =∈ሼே}  ൣ ሚ݂൧∗݃∈ሼே} ݁ଶగே 	. 
განვიხილოთ მაგალითი: პარსევალის ტოლობის გამოყენების გავრცელებული 

მაგალითია კვადრატული ფორმის დიაგონალიზაცია. დაუשვათ, რომ გვაქვს არა-
დიაგონალური კვადრატული ფორმა (ჰამილტონიანი): ܪ = ଵݐ  [ ݂]∗ ݂ + 12 ଶݐ  ([ ݂]∗ ݂ାଵ + [ ݂ାଵ]∗ ݂	)∈ሼே}∈ሼே} 	. 

პარსევალის ტოლობების გამოყენება გვაძლევს დიაგონალურ ფორმას: ܪ = ଵݐ  ൣ ሚ݂൧∗ ሚ݂ + {ଶ∈ሼேݐ  ൣ ሚ݂൧∗ ሚ݂∈ሼே} cos( ∙ ܽ), 						 = ܮߨ2  .	ݎ
ზღვარשი ܮ → ∞,			ܰ → ∞:			 ே =  ეგვიძლია ჩავანაცვლოთש ܽ

[ ݂]∗݃ →∈ℤ
ܽߨ12 න݀ ሚ݂()∗గ

ିగ
 ()݃

[ ݂]∗݃ାଵ →∈ℤ
ܽߨ12 න ݀ ሚ݂()∗గ

ିగ
 .݁()݃

როგორც שედეგი, ვღებულობთ ჰამილტონიანის ინტეგრალურ წარმოდგენას: 

ܪ = ܽߨ12 න ଵݐ	]		݀ ሚ݂()∗గ
ିగ

()݂ + ଶݐ ሚ݂()∗ ሚ݂() cos(ܽ)]	. 
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IV. ფურიეს გარდაქმნების გამოყენება             
გრინის ფუნქციების გამოსათვლელად 

ლექცია 14 

§14.1. ფურიეს გარდაქმნის გამოყენება დიფერენციალური 
განტოლებების ამოხსნისათვის 

დაუשვათ, რომ გვაქვს მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი დიფერენციალური 

განტოლება  ቈܽ + ܽଵ ݔ݀݀ + ܽଶ ݀ଶ݀ݔଶ (ݔ)݂ =  ,(ݔ)݆
სადაც ݆(ݔ) ცნობილი ფუნქციაა. გამოვიყენოთ ფურიეს გარდაქმნები 

(ݔ)݂ = ߨ12 න ௫ି݁	݀ ሚ݂()ஶ
ିஶ (ݔ)݆									 = ߨ12 න ஶ()௫ଔ̃ି݁	݀

ିஶ  

და שევიტანოთ დიფერენციალურ განტოლებაשი. ვღებულობთ ტოლობას: 12ߨ න ௫[ܽି݁	݀ − ݅ܽଵ − ܽଶଶ] ሚ݂() =ஶ
ିஶ

ߨ12 න ஶ()௫ଔ̃ି݁	݀
ିஶ 	. 

მარჯვენა და მარცხენა მხარის ინტეგრალქვეשა გამოსახულებების გატოლე-

ბის שედეგად მივიღებთ ალგებრულ თანაფარდობას: [ܽ − ݅ܽଵ − ܽଶଶ] ሚ݂() = ଔ̃(). 
ამ ბოლო განტოლების ამოხსნა არის ሚ݂() = ଔ̃()[ܽ − ݅ܽଵ − ܽଶଶ] + ሚ݂()	, 

სადაც ሚ݂() აკმაყოფილებს ერთგვაროვან განტოლებას [ܽ − ݅ܽଵ − ܽଶଶ] ሚ݂() = 0. 

როგორც שედეგი, დიფერენციალური განტოლების ამოხსნა ჩაიწერება ფურიეს 

ინტეგრალის სახით: 

(ݔ)݂ = ߨ12 න ௫ஶି݁	݀
ିஶ

ଔ̃()[ܽ − ݅ܽଵ − ܽଶଶ] + ߨ12 න ௫ஶି݁	݀
ିஶ ሚ݂(). 

ამით მოხერხდა დიფერენციალური განტოლების ალგებრაიზაცია და, שესაბა-

მისად, ამოხსნის სირთულემ გადაინაცვლა ინტეგრალების გამოთვლაשი. 
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საილუსტრაციო მაგალითის სახით, განვიხილოთ ჰარმონიული ოსცილატორი, 
რომელზედაც მოქმედებს დროზე დამოკიდებული გარეשე ძალა ݂(ݐ). მოძრაობის 
განტოლებას აქვს שემდეგი სახე: ݀ଶݐ݀(ݐ)ݍଶ + ߱ଶ(ݐ)ݍ = (ݐ)݂ ≡ 1݉  .	(ݐ)ܨ

კოორდინატისა და გარეשე ძალისათვის გამოვიყენოთ ფურიე-წარმოდგენები 

(ݐ)ݍ = න ஶߨ2ܧ݀
ିஶ ݁ா௧ݍ(ܧ)																	݂(ݐ) = න ஶߨ2ܧ݀

ିஶ ݁ா௧ ሚ݂(ܧ), 
								 

სადაც ფურიე-სახეები განისაზღვრება שებრუნებული ფურიეს გარდაქმნებით  

(ܧ)ݍ = න ஶݐ݀
ିஶ ݁ିா௧(ݐ)ݍ															 ሚ݂(ܧ) = න ஶݐ݀

ିஶ ݁ିா௧݂(ݐ). 
 ი, სადაც გაწარმოებასשლები დინამიკურ განტოლებაשევიტანოთ ფურიეს გაש

ექვემდებარება ექსპონენტი ݁ா௧. როგორც שედეგი, მივიღებთ ინტეგრალურ თანა-
ფარდობას: 

න ߨ2ܧ݀ ݁ா௧(−ܧଶ + ߱ଶ)ஶ
ିஶ (ܧ)ݍ = න ߨ2ܧ݀ ݁ா௧ஶ

ିஶ ሚ݂(ܧ)	. 
მაשასადამე, სამართლიანია განტოლება (ܧଶ − ߱ଶ)ݍ(ܧ) = − ሚ݂(ܧ), 

საიდანაც שეგვიძლია დავასკვნათ, რომ 

(ܧ)ݍ = − ሚ݂(ܧ)ܧଶ − ߱ଶ +  .	(ܧ)ݍ
როგორც ადრე აღვნიשნეთ, ფუნქცია ݍ(ܧ) აკმაყოფილებს ერთგვაროვან გან-

ტოლებას (ܧଶ − ߱ଶ)ݍ(ܧ) = 0. 

გავიხსნოთ დირაკის ߜ-ფუნქციის თვისება:  (ݔ − ݔ)ߜ(ܿ − ܿ) = 0. 
ე.ი. თავისუფალი განტოლების ამონახსნი שეიძლება ჩაიწეროს שემდეგი სახით: ݍ(ܧ) = ଶܧ)ߜ(ܧ)ܽ] − ߱ଶ)], 

სადაც ܽ(ܧ) არის რაიმე გლუვი ფუნქცია. ამგვარად, არაერთგვაროვანი განტოლე-
ბის ამონახსნის ფურიე-სახე არის ფუნქცია ݍ(ܧ) = − ሚ݂(ܧ)(ܧଶ − ߱ଶ) + ଶܧ)ߜ(ܧ)ܽ − ߱ଶ)	. 
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ეს שედეგი שეესაბამება იმ ფაქტს, რომ წრფივი არაერთგვაროვანი დიფერენ-
ციალური განტოლების ამონახსნი წარმოადგენს ერთგვაროვანი ამოცანის ზოგა-
დი ამონახსნისა და არაერთგვაროვანი ამოცანის კერძო ამონახსნის ჯამს. 

გავიხსენოთ, რომ რთული არგუმენტის მქონე	ߜ-ფუნციისათვის სამართლი-
ანია თანაფარდობა [(ܧ)݃]ߜ = 1|݃ᇱ(ܧఈ)| ܧ)ߜ − ఈ)ఈܧ 	, 
სადაც ܧఈ წარმოადგენს ݃(ܧ) = 0 განტოლების ამონახსნს. ჩვენს שემთხვევაשი, ݃(ܧ) = ଶܧ − ߱ଶ და, שესაბამისად, ܧఈ = ±߱. მაשასადამე, ܧ)ߜଶ − ߱ଶ) = 12߱ ܧ)ߜ] − ߱) + ܧ)ߜ + ߱)] 
და, როგორც  שედეგი, ݍ(ܧ) = − ሚ݂(ܧ)(ܧଶ − ߱ଶ) + 12߱ ܧ)ߜ(ܧ)ܽ] − ߱) + ܧ)ߜ(ܧ)ܽ + ߱)] 
და საძიებელი ფუნქციისათვის ვღებულობთ ფურიე-წარმოდგენას 

(ݐ)ݍ = න ஶߨ2ܧ݀
ିஶ ݁ா௧ ቈ− ሚ݂(ܧ)(ܧଶ − ߱ଶ) + ߱ߨ14 [ܽ(߱)݁ఠ௧ + ܽ(−߱)݁ିఠ௧]	. 

როგორც აღვნიשნეთ, მეორე წევრი არის თავისუფალი (ერთგვაროვანი) 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი და שეიცავს ორ ნამდვილ მუდმივას.  

პირველი წევრი არის არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნი. ამო-
ნახსნის ეს ნაწილი  ჩავწეროთ שემდეგი სახით: (ݐ)ݍ = න ஶߨ2ܧ݀

ିஶ ݁ா௧ ቈ− ሚ݂(ܧ)(ܧଶ − ߱ଶ) = − න ஶߨ2ܧ݀
ିஶ

݁ா௧(ܧଶ − ߱ଶ)  න ᇱஶݐ݀
ିஶ ݁ିா௧ᇲ݂(ݐᇱ)൩ = 

= − න ᇱஶݐ݀
ିஶ ݐ)ுைܩ −  ,(ᇱݐ)݂(ᇱݐ

სადაც განმარტებულია ჰარმონიული ოსცილატორის ამოცანის გრინის ფუნქციის 
ინტეგრალური წარმოდგენა: 

ݐ)ுைܩ − (ᇱݐ = ߨ12 න ஶܧ݀
ିஶ

݁ா(௧ି௧ᇲ)ܧଶ − ߱ଶ	. 
ეს გრინის ფუნქცია აკმაყოფილებს განტოლებას ቈ ݀ଶ݀ݐଶ + ߱ଶܩுை(ݐ − (ᇱݐ = ݐ)ߜ− −  .	(ᇱݐ
გრინის ფუნქციის ინტეგრალურ წარმოდგენაשი საინტეგრაციო ფუნქციას 

ნამდვილ ღერძზე განლაგებულ წერტილებשი ܧ = ±߱ აქვს განსაკუთრებულობები. 
ამის გამო,  ჩვეულებერივი აზრით, ეს ინტეგრალი არ არსებობს და שესაბამისი 
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ფურიეს გარდაქმნაც არ არის განმარტებული. ამიტომ ინტეგრაციის ჩასატარებ-
ლად საჭირო ხდება თვით ინტეგრალის განმარტების שეცვლა. ეს שესაძლებელია 
საინტეგრაციო არის ისეთი ცვლილებით, რომ განსაკუთრებული წერტილები 
თავიდან იქნეს აცილებული. 

§14.2. ნაשთთა თეორემა და კოשის მთავარი მნიשვნელობა 

საინტეგრაციო არის ცვლილება שეიძლება განხორციელდეს ინტეგრაციის 
ჩატარებით კომპლექსურ არეשი სათანადოდ שერჩეული კონტურის გამოყენებით. 
აქ ძირითად როლს ასრულებს ნაשთთა თეორემა.  

დაუשვათ, რომ კომპლექსურ სიბრტყეשი გვაქვს დადებითად ორიენტირებული 
ჩაკეტილი კონტური ࣝ. კონტურის დადებითი ორიენტაცია ნიשნავს, რომ კონტუ-
რის გასწვრივ მოძრაობისას კონტურით שემოსაზღვრული არე რჩება ხელმარ-
ცხნივ.    

განვიხილოთ კომპლექსური ცვლადის მერომორფული  ფუნქცია ݂(ݖ), რო-
მელსაც ࣝ-კონტურის שიგნით აქვს იზოლირებული განსაკუთრებული წერტილების 
(პოლუსების) სასრული რაოდენობა. აღვნიשნოთ ეს წერტილები როგორც ݖଵ, ,ଶݖ … . ,   ინ  სამართლიანიაש. მაݖ

ნაשთთა თეორემა: ინტეგრალი ჩაკეტილ კონტურზე ࣝ  

ර݀ݖ	ࣝ (ݖ)݂ = 	ݏܴ݁݅ߨ2
ୀଵ  ,	[(ݖ)݂]

სადაც ܴ݁ݏ	[݂(ݖ)] არის ݂(ݖ) ფუნქციის ნაשთი კომპლექსური სიბრტყის 
წერტილשი ݖ. თუ ფუნქციას საინტეგრაციო კონტურის שიგნით განთავსე-
ბულ წერტილשი ݖ აქვს ݉-ური რიგის პოლუსი, მაשინ ܴ݁ݏ[݂(ݖ)] = 1(݉ − 1)! lim௭→௭ೖ ݀ିଵ݀ݖିଵ ݖ)] −  [(ݖ))݂ݖ
განვიხილოთ שემდეგი ტიპის ინტეგრალი:  

ܫ = න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ
ିஶ 	. 

 ასე რომ ნამდვილ ,(ݖ)݂ ემოვიყვანოთ კომპლექსური ცვლადის ფუნქციაש
ღერძზე  ݂(ݖ)|ூ	௭ୀ =  .(ݔ)݂

ნაשთთა თეორემის გამოყენება שესაძლებელია მაשინ, როდესაც ფუნქცია ݂(ݖ) 
საკმაოდ სწრაფად კლებულობს კოპლექსური სიბრტყის ან ზედა, ან ქვედა ნახე-
ვარსიბრტყეשი, ე.ი. როდესაც 
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lim|௭|→ஶ݂(ݖ) = 0								 |ݖ| → ݖ	݉ܫ						,∞∞ > 0 

ან  										 lim|௭|→ஶ݂(ݖ) = |ݖ|						0 → ݖ	݉ܫ						,∞∞ < 0. 

თავდაპირველად שემოვიფარგლოთ ზედა ნახევარსიბრტყის שემთხვევით. 
განვიხილოთ שემდეგი სახის ჩაკეტილი კონტური ߛା	: 

 

სიმბოლოთი ܥା(ߝ) აღნიשნულია ზედა ნახევარსიბრტყეשი განლაგებული მცი-
რე ߝ-რადიუსის  ნახევარწრეწირი ცენტრით წერტილשი ݔ. გარე (დიდი) ნახევარ-
წრეწირის რადიუსი მივასწრაფოთ უსასრულობისკენ და ჩავთვალოთ, რომ ამ ნა-
ხევარწრეწირზე ݂(ݖ)-ფუნქცია ნულდება.   

ინტეგრალი ჩაკეტილ კონტურზე ߛା  ܫఊశ = න݀ݖ ݖ(ݖ)݂ − ఊశݔ  

 ეიძლება დაიყოს ოთხი ინტეგრალის ჯამადש

ఊశܫ = න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ݔ +௫బିఌ
ିஶ∞

න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ
௫బାఌ + න ݖ݀ ݖ(ݖ)݂ − శ(ఌ)ݔ + න݀ݖ ݖ(ݖ)݂ − ೃݔ 	. 

ბოლო ინტეგრალი שეესაბამება ინტეგრებას ზედა ნახევარსიბრტყეשი განლა-
გებული დიდი რადიუსის წრეწირის გასწვრივ და ზღვარשი ܴ = |ݖ| → ∞∞იგი ნულ-
დება. 

მცირე ߝ-რადიუსის კონტურზე ܥା(ߝ) ჩავსვათ ݖ = ݔ + ఏ݁ߝ 			→ ݖ݀		 =  .	ఏ݁ߝ݅ߠ݀
 :ესაბამისად, ინტეგრალისათვის გვექნებაש

න ݖ݀ ݖ(ݖ)݂ − శ(ఌ)ݔ = න݀݁ߝ݅ߠఏ ݔ)݂ + ణ݁ߝ(ణ݁ߝ
గ = (ݔ)݂ߨ݅− +  .	(ߝ)ܱ

ამრიგად, ზღვარשი ߝ → 0 ამ ინტეგრალის წვლილი არის limఌ→ න ݖ݀ ݖ(ݖ)݂ − శ(ఌ)ݔ =  .	(ݔ)݂ߨ݅−
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  :განმარტება (݁ݑ݈ܸܽ	݈ܽ݅ܿ݊݅ݎܲ) ვნელობისשემოვიღოთ ინტეგრალის მთავარი მნიש

ܸܲ න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ
ିஶ = limఌ→  න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ݔ +௫బିఌ

ିஶ න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ
௫బାఌ  . 

ამგვარად, ზღვარשი ߝ → 0,			ܴ → ∞  

න݀ݖ ݖ(ݖ)݂ − ఊశݔ = ܸܲ න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ
ିஶ −  .	(ݔ)݂ߨ݅

სხვა მხრივ, ნაשთთა თეორემის საფუძველზე, ინტეგრალი ჩაკეტილ კონტურზე න݀ݖ ݖ(ݖ)݂ − ݔ = ݏܴ݁݅ߨ2  ݖ(ݖ)݂ − ൨௭ఊశݔ 	, 
სადაც ݖ		(	݉ܫ	ݖ	 > 0) არის ݂(ݖ)ݖ −  ݔ

(ფუნქციის პოლუსები ზედა ნახევარსიბრტყეשი წერტილი ݖ =   აღარ ეკუთვნისݔ
საინტეგრაციო არეს). 

მაשასადამე, ვღებულობთ, რომ ინტეგრალის მთავარი მნიשვნელობა 

ܸܲ න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ
ିஶ = ݏܴ݁݅ߨ2  ݖ(ݖ)݂ − ൨௭ݔ +  ,	(ݔ)݂ߨ݅

სადაც პოლუსები ݖ	 განლაგებულია ზედა ნახევარსიბრტყეשი და მათ שორის არ 
იგულისხმება წერტილი ݔ.  

აქედან გამომდინარე, ფორმალურად שეიძლება დავწეროთ:  

ݏܴ݁݅ߨ2  ݖ(ݖ)݂ − ൨௭ݔ = න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ݔ + ݅߳ஶ
ିஶ 	, 

რაც იმას ნიשნავს, რომ, კონტურის დეფორმაციის ნაცვლად, שეიძლება, განხორ-
ციელდეს ინტეგრალქვეשა ფუნქციაשი პოლუსის მდებარეობის ცვლილება: ݔ → ݔ − ݅߳. 
 

 

ნახაზზე გამოსახულია კონტურის დეფორმაციისა და პოლუსის წანაცვლების 
სიმბოლური ეკვივალენტობა, გამოთვლების ჩატარების שემდგომ კი, שეიძლება 
განხორციელდეს გადასვლა ზღვარზე ߳ → 0ା.  
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ყოველივე ამის გაერთიანებით მივდივართ დასკვანამდე, რომ ინტეგრალის 
მთავარი მნიשვნელობის გამოსათვლელად שეიძლება, გამოვიყენოთ ე.წ. სოხოცკი-
პლემელის ფორმულა  

ܸܲ න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ
ିஶ = න ݔ(ݔ)݂ − ݔ + ݅߳ஶ

ିஶ +  ,	(ݔ)݂ߨ݅
რომელსაც ხשირად გამოსახავენ ფორმალური ტოლობით: 1ݔ − ݔ + ݅߳ = ܸܲ			 ݔ1 − ݔ − ݔ)ߜߨ݅ −  .(ݔ

ასევე დასაשვებია კონტურის ისეთი დეფორმაცია, როდესაც განსაკუთრებუ-
ლი წერტილი ݖ =  :იგნითש  მოქცეულია კონტურისݔ
 

 
ამ שემთხვევაשი, 

න݀ݖ ݖ(ݖ)݂ − ݔ = න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ݔ +௫బିఌ
ିஶ∞

න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ
௫బିఌఊష + න ݖ݀ ݖ(ݖ)݂ − ష(ఌ)ݔ 	, 

სადაც න ݖ݀ ݖ(ݖ)݂ − ష(ఌ)ݔ = −න݀݁ߝ݅ߠఏ ݂൫ݔ + ణ݁ߝణ൯݁ߝ
గ = (ݔ)݂ߨ݅ +  .	(ߝ)ܱ

ამჯერად პოლუსი ݔ მოქცეულია ିߛ	 ჩაკეტილი კონტურის שიგნით. 
ინტეგრალი න݀ݖ ݖ(ݖ)݂ − ఊషݔ = ݏܴ݁݅ߨ2 ቈ ݖ(ݖ)݂ − ௭ݔ + 	ݏܴ݁	݅ߨ2 ቈ ݖ(ݖ)݂ − ௫బݔ = 

= ݏܴ݁݅ߨ2  ݖ(ݖ)݂ − ൨௭ݔ + ;(ݔ)݂	݅ߨ2 	ݖ	݉ܫ								 > 0	. 
მასაשადამე, ვიღებთ იმავე שედეგს: 

ܸܲ න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ
ିஶ = ݏܴ݁݅ߨ2  ݖ(ݖ)݂ − ൨௭ݔ − ;(ݔ)݂ߨ݅ 	ݖ	݉ܫ										 > 0	. 
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ნახაზზე გამოსახულია პოლუსის ეკვივალენტური წანაცვლება  ݔ → ݔ + ݅߳. 
რაც שეეხება სოხოცკი-პლემელის ფორმულას, იგი მიიღებს שემდეგ სახეს: න ݔ(ݔ)݂ − ݔ − ݅߳ஶ

ିஶ = ܸܲ න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ
ିஶ +  .	(ݔ)݂ߨ݅

ე.ი. სამართლიანია სიმბოლური ტოლობა: 1ݔ − ݔ − ݅߳ = ܸܲ			 ݔ1 − ݔ + ݔ)ߜߨ݅ −  .(ݔ
მიღებული ფორმალური ტოლობები ცნობილია, როგორც 

სოხოცკი-პლემელის განზოგადებული ფორმულა ܸܲ 	 ݔ1 − ݔ = ݔ1 − ݔ ± ݅߳ ± ݔ)ߜߨ݅ −  .(ݔ
ამ ფორმულის שინაარსი მდგომარეობს שემდეგשი: მოცემული გვაქვს არასა-

კუთრივი ინტეგრალი ܫ = න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ
ିஶ 	, 

რომელსაც שეგვიძლია, მივანიჭოთ აზრი მთავარი მნიשვნელობის שინაარსით: 

න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ
ିஶ → ܸܲ න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ஶݔ

ିஶ = න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ݔ ± ݅߳ ± ஶ)݂ߨ݅
ିஶ  .	(ݔ

მივაქციოთ ყურადღება იმ გარემოებას, რომ  

න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ݔ + ݅߳ =ஶ
ିஶ න ݔ݀ ݔ(ݔ)݂ − ݔ − ݅߳ − ஶ(ݔ)݂ߨ2݅

ିஶ 	. 
როგორც שემდეგი მაგალითი, განვიხილოთ კომპლექსური ცვლადის გამოყე-

ნება ფურიეს ტიპის ინტეგრალების გამოთვლისას.  
დაუשვათ, რომ გვაქვს ინტეგრალი ܫ = න ஶ(ݔ)௫݂݁ݔ݀

ିஶ 													݇ ∈ ℝ	. 
განვმარტოთ დამხმარე ინტეგრალი ܫ௰శ = න݀݁ݖ௭݂(ݖ)௰శ 	, 
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სადაც ჩაკეტილი კონტური ߁ା שედგება ნამდვილი ღერძის ინტერვალისაგან [−ܴ, ܴ] და ზედა ნახევარსიბრტყეשი განლაგებული რკალისაგან ܥା = ൛ܴ݁ఏ; ߠ			 ∈ [0,  ൟ[ߨ

 

განვიხილოთ ინტეგრალქვეשა ექსპონენტის ݁௭ = ݁ି	ூ௭݁	ோ	௭ 
ყოფაქცევა. როდესაც ݇ > 0, მაשინ რკალზე ܥା lim|௭|→ஶ ݁௭ = 0. 

ამიტომ 

න ஶ(ݔ)௫݂݁ݔ݀
ିஶ = න݀݁ݖ௭݂(ݖ)௰ష 										݇ < 0	. 

თუ ݇ < 0, ინტეგრება ხორციელდება კონტურზე ି߁  

 

და, שესაბამისად, න݀݁ݖ௭݂(ݖ) = ±௰݅ߨ±2 ܴ݁ݏ	[݁௭݂(ݖ)]௭ୀ௭ೌ 	. 
რაც שეეხება ინტეგრალებს ჩაკეტილ კონტურზე, שეგვიძლია, მათ გამოსათვ-

ლელად გამოვიყენოთ ნაשთთა თეორემა න݀݁ݖ௭݂(ݖ) = ±௰݅ߨ±2 ܴ݁ݏ	[݁௭݂(ݖ)]௭ୀ௭ೌ 	, 
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სადაც ݖ არის საინტეგრაციო ფუნქციის პოლუსები ߁-კონტურის שიგნით (± 
ნიשნები განპირობებულია კონტურების ორიენტაციით). 

ამგვარი სახის მსჯელობა ეყრდნობა ე.წ. ჟორდანის ლემას, რომლის თანახმა-
დაც, გარკვეულ პირობებשი დიდ რკალზე ინტეგრების წვლილი ნულდება. 

როგორც მნიשვნელოვანი მაგალითი, განვიხილოთ ინტეგრალი 

ܫି = න ݔ݀ ݁௫ݔ − ܽ + ஶߝ݅
ିஶ 	. 

თუ ݇ > 0, კონტური უნდა שევკრათ ზედა ნახევარსიბრტყეשი და რადგანაც 

პოლუსი ܽ − ିܫ  – იשგანლაგებულია ქვედა ნახევარსიბრტყე ߝ݅ = 0. 

როდესაც ݇ < 0, კონტური უნდა שეიკრას ქვედა ნახევარსიბრტყეשი და, שესა-
ბამისად,   ିܫ =  .(ିఌ)݁݅ߨ2−

ამგვარად, ვღებულობთ ჰევისაიდის ფუნქციის ინტეგრალურ წარმოდგენას: ିܫ =  .(݇−)ߠ݁݅ߨ2−
ანალოგიურად שეიძლება განვიხილოთ שემთხვევა, როდესაც პოლუსი განლა-

გებულია ზედა ნახევარსიბრტყის წერტილשი ݖ = ܽ +  ესაბამისი ინტეგრალიש .ߝ݅
არის  

ାܫ = න ݔ݀ ݁௫ݔ − ܽ − ߝ݅ = ஶ(݇)ߠ݁݅ߨ2
ିஶ 	. 

ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ ფორმულები, როლებსაც გამოვიყენებთ გარკვეული 
ტიპის გრინის ფუნქციების გამოთვლისას. ეს ფორმულებია: 

ܫି = න ݔ݀ ݁௫ݔ − ܽ + ஶߝ݅
ିஶ =  ;(݇−)ߠ݁݅ߨ2−

ାܫ = න ݔ݀ ݁௫ݔ − ܽ − ஶߝ݅
ିஶ =  .(݇)ߠ݁݅ߨ2

ାܫ :ევადგინოთ ბოლო ორი ინტეგრალის ჯამი და სხვაობაש + ିܫ = (݇)ߠ]݁݅ߨ2 − [(݇−)ߠ ≡ ାܫ ;(݇)ߝ݁݅ߨ2 − ܫି = (݇)ߠ]݁݅ߨ2 + [(݇−)ߠ =  .݁݅ߨ2
ამასთან, ნახევარსხვაობა  12 ାܫ] − [ିܫ = ܸܲ න ݔ݀ ݁௫ݔ − ܽ =ஶ

ିஶ  ݁݅ߨ

წარმოადგენს ინტეგრალის მთავარ მნიשვნელობას. 
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§14.3. გრინის ფუნქცია სითბოგამტარობის (დიფუზიის) 
განტოლებისათვის ש ࡰემთხვევაשი 

განვიხილოთ მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლება ߲ܶ(ݐ, ݐ߲(ݔ − ߥ ߲ଶܶ(ݐ, ଶݔ߲(ݔ = 0	. 
ჩავთვალოთ, რომ საძიებელი ფუნქცია ܶ(ݐ,  წარმოადგენს ტემპერატურას (ݔ

დროის ݐ მომენტსა და სივრცის ݔ წერტილשი. განტოლება ამოვხსნათ ფურიეს 
გარდაქმნის მეთოდის გამოყენებით. 

განვიხილოთ არაერთგვაროვანი ამოცანის გრინის ფუნქცია ቆ ݐ߲߲ − ߥ ߲ଶ߲ݔଶቇݐ)ܩ, (ݔ =  .(ݔ)ߜ(ݐ)ߜ
ამოვწეროთ გრინის ფუნქციის ფურიე-წარმოდგენა   

,ݐ)ܩ (ݔ = ߨ12 න ݀݇݁బ௧ஶ
ିஶ න ݀݇݁௫ܩ෨ஶ

ିஶ (݇, ݇). 
თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

(ݔ)ߜ(ݐ)ߜ = ଶ(ߨ2)1 න ݀݇݁బ௧ஶ
ିஶ න ݀݇݁௫ஶ

ିஶ 	, 
მივიღებთ, რომ გრინის ფუნქციის ფურიე-სახე აკმაყოფილებს ალგებრულ 
განტოლებას (݅݇ + ,෨(݇ܩ(ଶ݇ߥ ݇) = 1. 

მაשასადამე, ݐ)ܩ, (ݔ = ଶ(ߨ2)1 න ݀݇݁బ௧ஶ
ିஶ න ݀݇݁௫ 1݅݇ + ଶஶ݇ߥ

ିஶ 	. 
თავაპირველად გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ܫ = −݅ න ݀݇ ݁బ௧݇ − ଶஶ݇ߥ݅
ିஶ 	. 

ჩავთვალოთ, რომ ݐ > 0. მაשინ ܫ = ܫ = −݅ ර݀ݖ ݁௭௧ݖ − ଶ݇ߥ݅ =  ,	ఔమ௧ି݁ߨ2
სადაც ჩაკეტილი კონტური ש ߁ედგება ნამდვილი ღერძისა და კომპლექსურ ზედა 
ნახევარსიბრტყეשი განლაგებული ნახევარწრეწირისაგან.  

ამგვარად, ვღებულობთ 

,ݐ)ܩ (ݔ = ଶ(ߨ2)1 න ݀݇݁௫ஶ
ିஶ ݁ିఔమ௧	. 
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ინტეგრალქვეשა ექსპონენტის მაჩვენებელი שევავსოთ სრულ კვადრატამდე −ߥଶ݇ݐଶ + ݇ݔ݅ = ݐଶߥ− ቀ݇ − ݅ ቁଶݐଶߥ2ݔ −  ݐଶߥଶ4ݔ
და שემოვიღოთ ცვლადი  = ݇ − ݅  .	ݐଶߥ2ݔ

მარტივი გამოთვლების ჩატარების שედეგად მივიღებთ 

დიფუზიის განტოლების გრინის ფუნქციას  

,ݐ)ܩ (ݔ = ݁ି	 ௫మସఔమ௧(4ߥߨଶݐ)ଵଶ . 
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ლექცია 15 

§15.1. გრინის ფუნქციის გამოთვლა: ჰარმონიული ოსცილატორი 

ჰარმონიული ოსცილატორის გრინის ფუნქციისათვის მიღებული გვაქვს ფორ-
მალური გამოსახულება 

(ܶ)ுைܩ = ߨ12 න ஶܧ݀
ିஶ

݁ா்ܧଶ − ߱ଶ ≡ ߨ12 න ஶ(ܧ)	෨ுைܩா்݁ܧ݀
ିஶ ; 								ܶ ≡ ݐ −  .ᇱݐ

ეს ინტეგრალი წარმოვადგინოთ שემდეგი სახით: 

(ܶ)ுைܩ = ߱ߨ14 න ܧ݀ ݁ா்ܧ − ߱ −ஶ
ିஶ

߱ߨ14 න ܧ݀ ݁ா்ܧ + ߱ஶ
ିஶ 	. 

წერტილებשი ܧ = ±߱ ინტეგრალქვეשა გამოსახულებას აქვს პოლუსის ტიპის 
სინგულარობები. სინგულარობების თავიდან აცილების მიზნით, განვმარტოთ 
ორი ტიპის გრინის ფუნქცია: 

(ܶ)(௧)ܩ = ߱ߨ14 න ܧ݀ ݁ா்ܧ − ߱ − ߝ݅ −ஶ
ିஶ

߱ߨ14 න ܧ݀ ݁ா்ܧ + ߱ − ஶߝ݅
ିஶ  

და ܩ(ௗ௩)(ܶ) = ߱ߨ14 න ܧ݀ ݁ா்ܧ − ߱ + ߝ݅ −ஶ
ିஶ

߱ߨ14 න ܧ݀ ݁ா்ܧ + ߱ + ஶߝ݅
ିஶ . 

აღვნიשნოთ, რომ ამგვარად שერჩეული გრინის ფუნქციები წარმოადგენენ 
ნამდვილ სიდიდეებს.  

გამოვიყენოთ §14.2.-שი გამოთვლილი ინტეგრალები: 

ܫି = න ݔ݀ ݁௫ݔ − ܽ + ஶߝ݅
ିஶ =  (݇−)ߠ݁݅ߨ2−

ାܫ = න ݔ݀ ݁௫ݔ − ܽ − ஶߝ݅
ିஶ =  .(݇)ߠ݁݅ߨ2

მარტივი გარდაქმნების ჩატარების שემდეგ მივიღებთ გრინის ორ არატრივი-
ალურ ფუნქციას. ეს ფუნქციებია: 

ა) დაგვიანებული (ܴ݁݀݁݀ݎܽݐ) გრინის ფუნქცია  ܩ(௧)(ܶ) = − ଵఠ sin߱ܶ ∙  ;(ܶ)ߠ
ბ) წინმსწრები (݀݁ܿ݊ܽݒ݀ܣ) გრინის ფუნქცია ܩ(ௗ௩)(ܶ) = 1߱ sin߱ܶ ∙  .(ܶ−)ߠ
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გრინის ამ ორი ფუნქციის სხვაობა ܩோ௧(ܶ) (ܶ)ௗ௩ܩ	− = (ܶ)ߠ− + ߱(ܶ−)ߠ sin߱ܶ = − 1߱ sin߱ܶ =  (ܶ)ܩ
აკმაყოფილებს ერთგვაროვან განტოლებას  ቈ ݀ଶ݀ݐଶ + ߱ଶܩ(ݐ − (ᇱݐ = 0	. 

არაერთგვაროვანი ამოცანის დაგვიანებული ამოხსნა არის 

(ݐ)	௧ݍ = න ᇱஶݐ݀
ିஶ ݐ)ோ௧ܩ − (ᇱݐ)݂(ᇱݐ = − න݀ݐᇱ 1߱ sin߱(ݐ − ௧(ᇱݐ)݂(ᇱݐ

ିஶ 	. 
როგორც ვხედავთ, ამ გამოსახულებაשი წვლილი שეაქვს გარეשე ძალას დროის 

ინტერვალשი (−∞,  სრული ამოხსნა კი იქნება ,(ݐ

(ݐ)ݍ = (ݐ)ݍ − න݀ݐᇱ 1߱ sin߱(ݐ − ௧(ᇱݐ)݂(ᇱݐ
ିஶ 	. 

§15.2 ფურიეს გარდაქმნა ۲ სივრცეשი 

ჩვენ აქამდე ვიხილავდით ერთგანზომილებიან ფურიეს გარდაქმნებს. განზო-
გადება ℝே	სივრცისათვის არ წარმოადგენს რაიმე სირთულეს. მაგალითისათვის, 
ასე გამოიყურება სკალარული ფუნქციის სამგანზომილებიანი ფურიეს გარდაქმნა: 

(࢞)݂ = ଷ(ߨ2)1 න݀ଷ݁࢞∙ ሚ݂()ℝ෩య ≡ ଷஶଶ݀ଵ݀ଷම݀(ߨ2)1
ିஶ ݁࢞∙ ሚ݂() 

ሚ݂() = න݀ଷି݁ݔ(࢞)݂࢞∙ℝయ ≡ම݀ݔଵ݀ݔଶ݀ݔଷஶ
ିஶ ݁ି(࢞)݂࢞∙. 

აქ  ∙ ࢞ = ࢞ , სკალარული ნამრავლიაݔ ∈ ℝଷ – კოორდინატული სივრცის 

რადიუს-ვექტორი, ხოლო  ∈ ℝ෩ଷ ეკუთვნის שესაბამის იმპულსურ სივრცეს. 
განვიხილოთ (࢞) ვექტორული ველის ფურიეს გარდაქმნა. გარდაქმნას ექვემ-

დებარება ველის ყველა კომპონენტი ܣሚ() = න݀ଷି݁ݔܣ࢞∙(࢞)ℝయ 	, 
რაც კომპაქტურად ასე ჩაიწერება: ෩() = න݀ଷି݁ݔ(࢞)࢞∙ℝయ 	. 

 .ი განმარტებულ ვექტორული ველსשწარმოადგენს იმპულსურ სივრცე ()෩
  ევადგინით ვექტორული ველიש
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()෩ =  ∙ ||()෩ ∙  .	
ამ ველის ფურიე-სახეს ეწოდება ვექტორული ველის გრძივი მდგენელი (࢞)ࡸ = ଷ(ߨ2)1 න݀ଷ݁࢞∙ℝ෩య  .	()෩
იმავე ვექტორული ველის განივი მდგენელი წარმოადგენს სხვაობას (࢞)் = (࢞) −  .(࢞)ࡸ
გამოვიყენოთ ფურიეს გარდაქმნა (࢞)் = ଷ(ߨ2)1 න݀ଷ݁࢞∙ℝ෩య ()෩ൣ − ൧()෩ = ଷ(ߨ2)1 න݀ଷ݁࢞∙ℝ෩య  .	()෩்
კომპონენტური ჩაწერა მოგვცემს: ܣሚ்() = ()ሚܣ −  ∙ ||()෩  = ߜ − ൨||  .	()ሚܣ
ვინაიდან ܣሚ்() = 0	, 

ვექტორული ველის განივი კომპონენტის დივერგენცია ნულის ტოლია સ ∙ (࢞)் = 0. 

ეს ფაქტი ფართოდ გამოიყენება ელექტროდინამიკაשი. 

§15.3. გრინის ფუნქციის გამოთვლა: პუასონის განტოლება 3ܦ ევკლიდურ სივრცეשი განვიხილოთ განტოლება (∆ − ݉ଶ)(࢞)ܩ =  .(࢞)ߜ
გამოვიყენოთ ფურიეს გარდაქმნები: (࢞)ܩ = න ଷ(ߨ2)݀ ݁ܩ࢘෨() (࢞)ߜ = න ଷ(ߨ2)݀ ݁࢘	. 
ვღებულობთ განტოლებას න ଷ(ߨ2)݀ ݁−)࢘ଶ − ݉ଶ)ܩ෨() = න ଷ(ߨ2)݀ ݁࢘	, 

საიდანაც שეგვიძლია დავასკვნათ, რომ ܩ෨() = − ଶ1 + ݉ଶ 
და, שესაბამისად, 
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(࢞)ܩ = −න ଷ(ߨ2)݀ ݁࢘ଶ + ݉ଶ	. 
იმპულსურ სივრცეשი שემოვიღოთ პოლარული სფერული კოორდინატები (݇ ≡ ,ଶ√ ,ߴ ߮), ასე რომ  ∙ ࢘ = ݎ݇ cosߴ	. მაשინ 

(࢞)ܩ = − ଷ(ߨ2)1 න ݀߮ଶగ
 න ݀݇	݇ଶஶ

 න݀ߴ	sin ߴ ݁ ୡ୭ୱణ݇ଶ + ݉ଶ
గ
 	. 

გამოვიყენოთ აღნიשვნა ݖ = cos 	ߴ →	 ݖ݀ = − sinߴ   ,ߴ݀

න ݀߮ଶగ
 න గߴ݀

 sin ߴ ݁ ୡ୭ୱణ = ߨ2 න݀ݖଵ
ିଵ ݁௭ ݎ1݅݇ [݁ − ݁ି] 

(࢞)ܩ = − ଶ(ߨ2)1 න ݀݇	݇ଶ 1݇ଶ + ݉ଶ
ஶ


ݎ1݅݇ [݁ − ݁ି] 
= − ଶ(ߨ2)1 ݎ1݅ න ݀݇	݇ஶ

ିஶ
1݇ଶ +݉ଶ ݁ 

= − ଶ(ߨ2)1 ݎ1݅ 12 න ݀݇	 ൜ 1݇ + ݅݉ + 1݇ − ݅݉ൠ ݁ஶ
ିஶ 	. 

ინტეგრება ჩავატაროთ კომპლექსურ ݇ სიბრტყეשი. რადგანაც ݎ > 0, კონტური 
უნდა ჩაიკეტოს ზედა ნახევარსიბრტყეשი. მაשინ წვლილს იძლევა პოლუსი ݇ = ݅݉. 
როგორც שედეგს, მივიღებთ 

გრინის ფუნქციას პუასონის განტოლებისათვის (࢘)ܩ = − ଶ(ߨ2)1 ݎ1݅ 12 ି݁݅ߨ2 = − ߨ14 ݁ିݎ . 
ამგვარი გრინის ფუნქციის დახმარებით, שეგვიძლია, ამოვხსნათ დიფერენცი-

ალური განტოლება (∆ − ݉ଶ)߮(࢘) = (࢘)߮ (࢘)ߩ = න݀࢘ᇱ ࢘)ܩ − (ᇱ࢘)ߩ(ᇱ࢘ = − ᇱ࢘න݀ߨ14 ݁ିห࢘ି࢘ᇲห|࢘ − |ᇱ࢘  .	(ᇱ࢘)ߩ
სივრცის რაიმე ࢘ წერტილשი ლოკალიზებული წერტილოვანი მუხტის שემთხ-

ვევაשი, მუხტის სიმკვრივე (࢘)ߩ = ࢘)ߜݍ −  (࢘
და שესაბამისი პოტენციალი ߮(࢘) = − ߨ4ݍ ݁ି|࢘ି࢘బ||࢘ − |࢘  

ცნობილია იუკავას პოტენციალის სახელით. 
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ზღვარשი, როდესაც ݉ → 0, ვღებულობთ პოტენციალს ߮(࢘) = − ᇱ࢘න݀ߨ14 ࢘|1 − |ᇱ࢘  .	(ᇱ࢘)ߩ
წერტილოვანი ݍ-მუხტის שემთხვევაשი (࢘)ߩ = ࢘)ߜݍ −  (࢘

მივიღებთ კულონის პოტენციალს ߮(࢘) = − ߨ4ݍ ࢘|1 −  .	|࢘
§15.4.* გრინის ფუნქცია ტალღური განტოლებისათვის 

განვიხილოთ ტალღური განტოლება 

൭− 1ܿଶ ߲ଶ߮(ݐ, ଶݐ߲(࢘ + ,ݐ)߮∆ ൱(࢘ = ,ݐ)ߩ  .(࢘
აქ ݐ დროითი ცვლადია, ხოლო ࢘ ≡ ݔ ემოვიღოთ ახალი ცვლადიש .სივრცული-࢞ = ఓݔ  ამგვარად, გვაქვს ოთხგანზომილებიანი სივრცე კოორდინატებით .ݐܿ ,ݔ)= ,ଵݔ ,ଶݔ  ეგვიძლია, ამ ოთხი კოორდინატის ფუნქციებისათვის ვიხმაროთש .(ଷݔ

გამარტივებული აღნიשვნა ߮(ݔ, ,ଵݔ ,ଶݔ (ଷݔ ≡  .(ݔ)߮
როგორც ვიცით, კოორდინატები ݔఓ აღწერენ მინკოვსკის სივრცეს. ამ 

სივრცეשი ორი 4-ვექტორის სკალარული ნამრავლი მოიცემა ფორმულით ܣ ∙ ܤ = ܤܣ− + ܤܣ ≡ ;ఓܤఓܣ ߤ				 = 0, 1,2,3; 		݅ = 1,2,3				. 
კერძო წარმოებულებისათვის გამოვიყენოთ აღნიשვნები ∇= − ݔ߲߲ 											∇=  .		ݔ߲߲
მაשინ ტალღური განტოლება მიიღებს სახეს ∇ఓ∇ఓ߮(ݔ) =  .(ݔ)ߩ
ტალღური განტოლების გრინის ფუნქცია განიმარტება ტოლობით ∇ఓ∇ఓݔ)ܩ − (′ݔ = ݔ)(ସ)ߜ −  ,(′ݔ

სადაც  ߜ(ସ)(ݔ − (′ݔ = ݔ)ߜ − ࢞)(ଷ)ߜ(′ݔ − (′࢞ = ݔ)ߜ − ଵݔ)ߜ(′ݔ − ଶݔ)ߜ(ଵ′ݔ − ଷݔ)ߜ(ଶ′ݔ −  .(ଷ′ݔ
ტალღური განტოლების ზოგადი ამოხსნა მოიცემა გამოსახულებით ߮(ݔ) = ߮(ݔ) + න݀ݔ)ܩݕ −  ,	(′ݔ)ߩ(ᇱݔ

სადაც ߮(ݔ) არის ერთგვაროვანი ამოცანის ზოგადი ამონახსნი.  
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გრინის ფუნქცია წარმოვადგინოთ ოთხგანზომილებიანი ფურიეს ინტეგრა-
ლის დახმარებით ݔ)ܩ − (′ݔ = න ݀ସ݇(2ߨ)ସ ݁ି∙൫௫ି௫ᇲ൯ܩ෨(݇)	, 
სადაც ݇ ∙ ݔ) − (′ݔ = ݇ఔ(ݔ − ఔ(′ݔ = −݇(ݔ − (′ݔ + ݇(ݔ −   (′ݔ

(݇)෨ܩ  = ,෨(݇ܩ  .(
რადგანაც ∇ఓ∇ఓݔ)ܩ − (′ݔ = න ݀ସ݇(2ߨ)ସ ݁ି∙(௫ି௫ᇱ)൫−݇ఓ݇ఓ൯ܩ෨(݇) 

და ߜ(ସ)(ݔ − (′ݔ = න ݀ସ݇(2ߨ)ସ ݁ି∙൫௫ି௫ᇲ൯, 
ვღებულობთ ალგებრულ განტოლებას: [݇ଶ − (݇)෨ܩ[ଶ = 1. 

ბოლო განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ ܩ෨(݇, ( = 1݇ଶ −  .	ଶ
ამგვარად, שეიძლება, გრინის ფუნქცია წარმოვადგინოთ שემდეგი ინტეგრა-

ლის სახით: 

ݔ)ܩ − (′ݔ = න݀ଷ݇݀(2ߨ)ସ ݁బ൫௫ି௫ᇲ൯బି∙(࢞ି࢞ᇲ) 1݇ଶ − ଶ =න ݀ଷ(ߨ2)ଷ ݁ି∙(࢞ି࢞ᇲ) න݀݇2ߨ ݁బ൫௫ି௫ᇲ൯బ݇ଶ − ଶ 	. 
ინტეგრალი  

;߬)ܩ (ଶ = න݀݇2ߨ ݁బ൫௫ି௫ᇲ൯బ݇ଶ − ଶ ,								߬ = ݔ) −  ᇱ)ݔ
ემთხვევა ჰარმონიული ოსცილატორის გრინის ფუნქციას 

(ܶ)ுைܩ = න ஶߨ2ܧ݀
ିஶ

݁ா்ܧଶ − ߱ଶ 
(ܶ ↔ ݔ) − (′ݔ = ߬, ܧ ↔ ݇,			߱ଶ ↔  .	(ଶ

ისევე, როგორც ოსცილატორის שემთხვევაשი, ახლაც שეგვიძლია ინტეგრაცია 
ჩავატაროთ კომპლექსურ სიბრტყეשი.  

პოლუსების שემოვლის წესის არჩევის მიხედვით, ვღებულობთ שემდეგი ტიპის 
პასუხებს: 

;߬)(ௗ௩)ܩ (ଶ = න݀݇2ߨ ݁బ൫௫ି௫ᇲ൯బ(݇ + ݅߳) − ଶ = ||(߬−)ߠ sin(||߬) 
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და  

;߬)	(ோ௧)ܩ (ଶ = න݀݇2ߨ ݁బ൫௫ି௫ᇲ൯బ(݇ − ݅߳) − ଶ = ||(߬)ߠ− sin(||߬)	. 
განვიხილოთ რეტარდირებული (დაგვიანებული) გრინის ფუნქცია: ܩோ௧(ݔ − (′ݔ = ݔ)ߠ− − ᇱ)නݔ ݀ଷ(ߨ2)ଷ ݁ି∙൫࢞ି࢞ᇲ൯ sin(||߬)|| ემოვიღოთ სფერული კოორდინატები ݇ଵש იשსივრცე- . = ݇ sin ߴ cos߮;		݇ଶ = ݇ sin ߴ sin߮ ;			݇ଷ = ݇ cosߴ, 

ასე რომ,  ∙ ࢞) − (′࢞ = ݎ݇ cosߴ; ݎ					 = ࢞| −  ინ ინტეგრალიשმა .|′࢟

(߬)ܫ = න ݀ଷ(ߨ2)ଷ ݁ି∙(࢞ି࢞ᇱ) sin||߬|| = ଷ(ߨ2)1 න ݀݇݇ଶ න ߴ݀ sin නߴ ݀߮݁ି ୡ୭ୱణ sin ݇߬݇ଶగ
 =గ


ஶ
  

= ଶ(ߨ2)1 න ݀݇	݇ஶ
 sin ݇߬ න݀ି݁ߦకଵ

ିଵ = ଶ(ߨ2)1 න ݀݇	݇ஶ
 sin ݇߬ ݎ1݅݇ [݁ି − ݁] = 

= − ଶ(ߨ2)2 ݎ1 න ݀݇	ஶ
 sin	(݇߬) sin(݇ݎ) = − නݎଶ(ߨ2)1 ݀݇[cos(݇߬ − (ݎ݇ − cos(݇߬ + ஶ[(ݎ݇

 	. 
ვინაიდან 

න ݀݇ cos ݇ܺ = −ஶ
 න ݀݇ cos ݇ܺ = 14 න ݀݇[݁ + ݁ି] = ஶ(ܺ)ߜߨ

ିஶ
ିஶ
 	, 

ვღებულობთ ܫ(߬) = ߨ14 ݎ1 ߬)ߜ] − (ݎ − ߬)ߜ +  .	[(ݎ
ამგვარად, ტალღური განტოლების დაგვიანებულ გრინის ფუნქციას აქვს שემ-

დეგი სახე: ܩோ௧(ݔ − (′ݔ = (߬)ߠ ߨ14 ݎ1 ߬)ߜ] − (ݎ − ߬)ߜ +  .[(ݎ
რადგანაც ݎ > 0,  ნამრავლი ߜ(߬)ߠ(߬ + (ݎ = 0								߬ = ݔ − ′ݔ = ݐ)ܿ −  .(ᇱݐ
ამით ჩვენ მივიღეთ: 

ტალღური განტოლების დაგვიანებული გრინის ფუნქცია ܩோ௧(ݔ − (ᇱݔ = ߨ14 ݐ)ߠ − ݐ)ܿ]ߜ(ᇱݐ − (ᇱݐ − ࢞| − ࢞|{|ᇱ࢞ − |ᇱ࢞  

და არაერთგვაროვანი ამოცანის დაგვიანებული ამოხსნა  
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߮ோ௧(ݔ) = − ߨ14 න݀ݐᇱ න݀࢞ᇱ௧
ିஶ

ݐ)ܿ]ߜ − (ᇱݐ − ࢞| − ࢞|[|ᇱ࢞ − |ᇱ࢞ ,ᇱݐ)ߩ (ᇱ࢞ = 

= − ᇱ࢞න݀ߨ14 ߩ ቀݐ − 1ܿ ࢞| − ,|ᇱ࢞ ࢞|ᇱቁ࢞ − |ᇱ࢞ . 
ამოხსნას ߮ோ௧(ݔ) ელექტროდინამიკაשი ეწოდება ლიენარ-ვიხერტის პოტენცი-

ალი. ანალოგიურად გამოითვლება წინმსწრები ამოხსნაც. 
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