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U0(x0)
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u=f(x)
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x=(x1, . . . , xn)∈U0(x0)
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f(x1, . . . , xn) = A,
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|f(x)− A| < ε, x ∈ U 0(x0, δ).
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δ2 > 0

����s%$�����J���$� ���-7
�����H0��������	�

x ∈ U0(x0, δ1)
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x0 # �$5���
B5���������� ./����1����4���:���$� ���:������������#

�������-7b�������	���U� ���!./����������
f(x)

��
���(*��
����	������
������!./���!�"������
J�$����#
�)���	�I���������4����s%$�����$5���
�C



� � �������	��
��	����	�����	�������������� 	��!����	�#"$"��#%������	�	���'&��(������ 	��!����	�

����� � � [!Z@_@aDwyj)[ c � ] � Z c wK`@\ n!i8aDZ@[
� c e!^!i8a*]

u = ϕ(x)
����
���������D7

x ∈ U0(x0)
7N��./��������� c � ] � Z c wK`@\ n!i8a 	

Z@[
� c e!^!i8a*] x0 ./����1����+>/��7��b�9����� ���	�H�������

lim
x→x0

ϕ(x) = 0
M
1
O

1����	�������Q���I�������J����5��	���Y���$�4./������
�,

ϕ(x) = o(1), x→ x0.
M
2
O

s%$�������-72�b�
u = f(x)

����
���������
x0 ./����1����+>/�A>/'�������� �������

�$���$�)���	�
A

����s%$���-7/����(*��
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x0 ∈ Rn ./����1����	���
U(x0)
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δ = δ(x0, ε, f)
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|f(x)− f(x0)| < ε, x ∈ U(x0, δ).
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��%$�	�+����	�����
��B�+7P�����b��� �����
λ
����
�������2���F�������4����
����������9�/./0����3#

1��R'����
(0, 1)

��
�1����������+>/��C����������$��	�����
������	��� ������'��B� 
��������$���������
�����������!���

η
����s%$���-C

t
����s%$���8��0��)�

0 < t < η
�������$�������4���2������'��B�

���������
t∗ = 1

2
t
����s%$���-C�����(*��


0 < t− t∗ = 1
2
t < 1

2
η < η

���

λ(t∗)− λ(t) =
2

t
− 1

t
=

1

t
> 1.

����(*���$����������7-0��������	�
η > 0

����s%$�������������:���)�$���������
(0, 1)

��
�1����)#
�����+>/�H�����

t
���

t∗
./����1����	�-7b���������4���Q(*�������<����
�&����	�A
���5��	�������

η
# >/� ���Q���������W�����)� |λ(t∗) − λ(t)| > 1

C��3�K
���(*
������
λ(t)

����
���������
c � hD[!_@`@kDa � ] ZI] m ] e$] kDZ@`@k*] �K'����

(0, 1)
��
�1����������+>/��C

�������+(*����
���(*
��B�+7/�����4�3�
λ
����
�������H����
������������V�/./����1����H0��������

[α, β] ⊂ (0, 1)
�$��� ����
�1�>/��7P����
���%$�������GC�5���
�1��������4���������B�E����0�����
����	�

� C |NC �H���������������$�-C
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� ���#��
��	����	����$
������	�	��� � �

����(*���$����������7W���)�$���������Y'����
E

�$�����������	��>/�9�/./0�����1�� ����
�������-7
���������	��E����
���������� �/./0�����1����40�������� 	���5���1����

e ⊂ E
�����3�$�����������	�3#

>/��7G����� �����4�������J����
����������V�/./0�����1��H�����!�
E
# >/��C

s%$�������-72�����K���������
E ⊂ Rn �$�����������	��>/�<����
���������� �/./0�����1��

����
�������I����
����������V�/./0�����1����H0��������
e ⊂ E

�����3�$�����������	��>/��C
'����

(0, 1)
��
�1����������+>/�2�/./0�����1��

µ(t) = sin(1/t)
����
�������	(*�����)#

�$�?>/'����)���	������
(0, 1)

# >/��7������ ��������� �������:����
����������F�/./0�����1��
(0, 1)��
�1����������+>/��C

��%$�	�K��������%$����
��B� �������R�"�����3���	���������-7;�b� �����A
���(*
������Rm ] e$] 	
k*] Z@a c ��� hD[!_@`@kDa �9m hDa � [!kDa � c ^!`@e!wK`@k*] C

M ⊂ Rn �$�����������	��>/�I�/./0�����1��
ϕ

����
�������A���=�������U����
����������
�/./0�����1��

M
�$�����������	��>/��74�b� ���)�$���������

M
#L��� ���

ϕ
# �9(*�3�$�����������$�

���$� ���
ε0 > 0

����s%$���-7������40��������	�
δ > 0

����s%$�������������K������&�����
������
x′ ∈M ���

x′′ ∈M ./����1����	����� ‖x′−x′′‖ < δ
��� |ϕ(x′)−ϕ(x′′)| ≥

ε0
�������$���������!�+C
5������ �������H�
��������	�H�GCG5���
�1��������H(*��������� �@5��	���$��5������
m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M �GC25���
�1������-7 � ) � 72� �-C	z , , O � (*�����)�$�?>/'����)���	���5���1������$�����������	��>/�;�/./0�����1��80��������	�+����
�������8����
����������E�/./0�����1����

���������+�$�����������	��>/��C
���)���������������+���B�b%$����
����8����
���������2�/./0�����1�������� � aDn!ZI] hDwKa � d [ 	

n!` � ]-j � hDZ c wK`@k*] M ����F
���(*
������I���B�$�����������	���H����5�������
��������J���������
�$���$�)���	���������G�$����
��4�����B���)�$�������$Ob����� ] tD[!_@aDwK`@k*] M �3�+5��8
���(*
������D7
�����H���������H�$�����������	�3�g��5�������
����U0������	�R./����1����	�-7)�������	������o���������
�$�����������	���y����� �������������J./����1����	�������$O�C

���!�����3���	�8�3�+6����������8���F�������+��������	�������	�	����
���������	����
����������
�/./0�����1����������������D7������ ���� �������Q� ����	�����
������I(*��������� �I����� ���	�!�������-C

n$] f�] wKa m a ����� ����� � Z
�
aDhDa

� c e!^!i8a*] ϕ(x1, x2) = Ax1+Bx2+
C

����
����������V�/./0�����1����H� �����8�
R2 �$������1�0���>/��C

������� �����$����� ��
���� ������'��B� 
��������$���������������
x′ = (x′1, x

′
2)

���
x′′ = (x′′1, x

′′
2)

./����1����	�-C/� ��
�����%$���	�B�

ϕ(x′)− ϕ(x′′) =



� � �������	��
��	����	�����	�������������� 	��!����	�#"$"��#%������	�	���'&��(������ 	��!����	�

= ϕ(x′1, x
′
2)− ϕ(x′′1, x

′′
2) = A(x′1 − x′′1) +B(x′2 − x′′2)

��%$���������-C |A| + |B| > 0
����(*������������
�������������� M ./��
�����'��������9(*��� �b%�#

��������(*��� ������
����������
ϕ(x1, x2) = C

7)�������	���E����
����������<�/./0�����1������
R2 �$������1�0���>/�+��(*5��������$O8���W
��������$�����������V��'��������

ε > 0
����s%$���@(*�3#

���G�$���������B� �����������!���
δ = ε/2(|A| + |B|) ����s%$���-C ‖x′ − x′′‖ < δ6���������������
:� ������������
������������ |x′1−x′′1|<δ

��� |x′2−x′′2|<δ
��1����	�)#

����
��-7 � C � C M * O � � C � C M �DO21����	�����������y� �!�������	���!./��
������!�+Cs������1����

|ϕ(x′)− ϕ(x′′)| < ε.
����(*���$����������7

ϕ(x1, x2)
����
�������K����
���������� �/./0�����1����Q(*�����)�G�$�?>N#

'��������
R2 �$�����������	��>/��C

��� �����:�������$�����I(*��
�����	3��
��������	���
Rn # (*�W./�B�"�����H����
�����������������DC

���������	��(*�3�$��� 	�
��������-7$�����
µ(x) = x2 ����
�����������g�������+����
����������

�/./0�����1��
(−∞,+∞)

# >/��C
��������� ���	7

(−∞,+∞)
# >/������
���������� �/./0�����1��

a(x)=x
����
���������

5�����������1��
b(x)=x2 ��'���� �������W����
������������/./0�����1��

(−∞,+∞)
# >/��C

s%$�������-7+���$� � �"����1)� ��� (*����&��	����������� ���	�FS�����
����3�F(*�����)�$�?>N#
'����)��� 	���5���1����o�$�����������	��>/�+�/./0�����1��I����
�������������I
������������	�����������DC

n$] f�] wKa m a ����� ��� � ����
�������

ψ(x1, x2) =
x3

1 + x3
2

x2
1 + x2

2

M
2
O

����
����������V�/./0�����1����

E =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : 0 < x2
1 + x2

2 ≤ 1
}

�$�����������	��>/��7����������	�� ] Z@i � a*]D]U\I]g] Z@i � ] tD[!_@aDwKa C
��������
���������+�/./0�����1������

E
�$�����������	��>/��� ������������
������������4�����"���3#

1�������
�7b�����
ψ

�������
E
# >/�@�/./0�����1��<����������
���������R(*� �"�����������<���

��
���(*��
����	�
x2

1 + x2
2 6= 0

7�������
(x1, x2) ∈ E

C����J����
���������R���������B�
�����=� ����������0���
����!�=5���
�1�������� � C |NC �R���������������D7�������� ��
���V(*�����)�$�?>N#
'����)���	�

E
�$�����������	�:���Y������� 	���5���1����	��M

E
�$�����������	�:��� (*����������

���������J>/'����)���
(0, 0)

./����1����8�PO�C
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��	����	����$
������	�	��� � �

��%$�	�����W��������./�3��
��������!�+7s�����4(*�3�$��&��	�������	���
ψ � c e!^!i8aDa � c � 	

� hD[!_@a j)[!k*]
O = (0, 0)

./����1����+>/�B���	���$������'��������	�:��%$���	�:����
�������
�/./0�����1��8����
������ 	���5���1����

E∪{0} = E
�$�����������	��>/��7 ����� ����

E
�$���3#

�������	��� 	���5���1����?>/��C
���y���?>/
��!� � ������������� � 6����	���)���

(r, θ)
5�����������
���1����?>/�

x1 =
r cos θ

���
x2 = r sin θ

1����	���������!�+C"����(*��

ψ(x1, x2)

� ����1����	�������
r(cos3 θ + sin3 θ)

��
���(*��
����	�������D7)����Y���!./���!�"������
3���	���$5���
�7b������
r → 0

C*�3�W
���(*
������D7q�����
ψ(x1, x2)

����
���������W
3���	������
�� >/'�������� �������
(0, 0)

./����1����+>/��C
(*����������'��B����%$���	�

ψ(x1, x2)
����
�������-7*���������	��

E
�$�����������	��>/�

��� �b%$�������
ψ(x1, x2)

# �K���Q
3���	���R1����	���
(0, 0)

./����1����+>/��7"��Cs�-C"���)#
����%$����
�� �

ψ(x1, x2)
����
���������R�/./0�����1��?>/�����

(0, 0)
./����1����+>/��C)������#

1����
ψ

����
�������R�/./0�����1����U(*�����)�$�?>/'����)��� 	���5���1����
E

�$�����������	�3#
>/��C

ψ(x1, x2)
����
���������g���������B� 5���
�1��������9���������������g� ������0���
������!�

����./�3��
��������!�
ψ(x1, x2)

����
���������4����
��������9�/./0�����1�������(*�
E

�$����������#
�	��>/��7;5�����&����	7

E ⊂ E
�$�����������	��>/��C)�3�R5��R
���(*
������

ψ(x1, x2)
����
3#

��������Q����
��������V�/./0�����1��������
E

�$�����������	��>/��C
��
����	��� ��������� ����������� ��
 �

ν(x) = x sin 1
x

����
��������������
��������
�/./0�����1��������:'����

(0, 1)
��
�1����������+>/��C ���������������

x = 0
./����1����+>/�������

��������
�� � �B�u���4./����1����+>/�:�����$�H>/'����)���	�J��
���(*��
����	�����J
3���	�-7G%$���	�
x = 1

./����1����+>/�I��� �K1����	���
sin 1

����s%$�����DC;���$�I����'��������	�K��%$���	�
ν∗(x)

����
�������	����
���������� �/./0�����1����
[0, 1]

�$��� ����
�1�>/��7 5�����&����	7
(0, 1)��
�1����������+>/��7G�$���������� �I��� �b%$�������

ν(x)
����
���������DC

n$] f�] wKa m a ����� � � M �������������	�$O � �!�������!�+7K���B��� 
������������	�
θ����	�������I
������������	�

ψ(θ)
����
�������4�/./0�����1����

(−∞,+∞)
# >/�2���

2π
#

v [!Z@aD`@\ c wKa ,
ψ(θ + 2π) = ψ(θ)

0��������	�
θ
#3�������DC

ψ(θ)
����
���������

(*���3�$�������������H���B���3���	������
 '����
D =

{
(x1, x2) ∈ R2 : x2

1 + x2
2 < 1

}
./���3(*�gS���������
������	�

uψ(r, θ)
����
�������-7B��C�.�CB6������$��
�������
�1���� �����	�

ψ(θ)
����
�����������������DC

5������ ��� �
��������	���-7 �����
ψ(θ)

����
������� ������� S���������
������	�
uψ(r, θ)

����
��������� �$���$�?>/'������ ����
������� ���B���3���	������

C =



� � �������	��
��	����	�����	�������������� 	��!����	�#"$"��#%������	�	���'&��(������ 	��!����	�
{
(x1, x2) ∈ R2 : x2

1 +x2
2 = 1

} ./����./����>/��C �3�:
���(*
������D7 ����� 	���5���1����
���B���3���	������


D = D ∪ C ./����>/�W�/./0�����1����A��������
�������-7����������	��
��� �b%$�������

uψ(r, θ)
# �U'����

D
./���3(*�����

ψ(θ)
# �U5�� 	���5���1����

C
./���3#

./����>/��CN���$�	����'��������	�I����
�������@����
���������� �/./0�����1����
D
# >/��7N5�����&����	7

D
# (*�-C
����(*���$����������7

uψ(r, θ)
����
�������	����
����������F�/./0�����1����

D
# (*�-C-0������	��#

�"�����@�3�I(*����&��	�����I���$� 	�������0����	�������3�D,
���B���3���	������
b./����./����>/���/./0�����1��+����
���������2(*�3�$�����������$�86������$��
����

��
�1���� �����	�2./������������� ��
3�4����
����������9�/./0�����1F����
���������	���B���3���	������

'����@./���3(*�-C

���������	�)�D7 	�����������0����	�����B��(*��������� �4./��
��������������-7N�����:�$���!./�����3#
(*�@������./�3��
������H���������	���-C

� aDe$] \I] \@[!k*] ����� ����� �!�������!�+7
n

����	�������
f(x1, . . . , xn)

����
3#
������Q� ��
3�$�?>/'����)���	���

x0 = (x0
1, . . . , x

0
n) ∈ R

n ./����1����	���R�����������)#
(*�-Cs������'��B� 
��������$���������

x0
n+1, . . . , x

0
m

�$���$�)���	�K����s%$�������y���
x0 =

(x0
1, . . . , x

0
n, x

0
n+1, . . . , x

0
m) ∈ R

n+m ./����1����	���������������)(*�A� ��
����$�?>N#
'������B�

F
����
�������

F (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) = f(x1, . . . , xn)
1����	�����!�+C�����(*��
�,

��O
f(x1, . . . , xn)

����
��������� �/./0�����1������
x0 ./����1����+>/���?./�������

F (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm)
����
���������I�/./0�����1��������

x0 ./����1����+>/�
�

z OE�b�
f(x1, . . . , xm)

����
���������
x0 ./����1����+>/�F������� �$���$�)���	�

A
>/'��������-7"����(*��


F (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm)
����
�������$�� ��� �����

A����s%$���I�������J>/'��������
x0 ./����1����+>/��C

������� � � c e!^!i8aDa � j)[!\I]�\I]U^!hD[!\I]<j � hDZ@[!kDa
�!�������!�+7

f(x)
7
x=(x1, . . . , xn)

7"����
�������Q� ��
3�$�?>/'����)���	���
E⊂

Rn �$�����������	��>/�H���
x0 = (x0

1, . . . , x
0
n)

��0��)�
E

�$�����������	���<����� ���)#
��������� ./����1����	�-7*���������	��U(*�3�$��&��	���:������5�������
������3�

E
�$�����������	�3�DC
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(*�3�$��&��	�������	���
f

����
���������K�$���$�)���	�R��
W�G�$���$�)���	�X>/'��������A���
S�����
����3�

x0 ./����1����+>/��7 ����� �����
f
# �4������
�g� ����	�
����3�:� ����5����3���	�:������#

�$�����
x0 ./����1����	���J����%$�	�������	�@./����1����	�������H� ���!./�������-C/���	�������$�������

(*�3�$��%$���I����
������@�$�����������H��%$�	�-C
����(����G(*�����!�+7������

x0 ./����1����	�J�������
f
����
���������Q� ��
3�$�?>/'��������

E
�$�����������	���o����� �������������V./����1����	�-7@���������	�� ��5�������
����u��
F���

��5�������
����
E
# �DC-������'��B� 
��������$���������4�����������!���

δ
����s%$���	���	� ��
�����%$��#

�	�B�
x0 ./����1����	��� U(x0, δ)

�����������)�
E

�$�����������	�3������

U(x0, δ)∩E����
���5���� ���-C

��� mδ(x
0, f)

#L�!�V���
Mδ(x

0, f)
#L�!� ��'���
���(*
������

f(x)
��
���(*��
����	�)#

���������D7
x ∈ U(x0, δ) ∩ E 7�>N�G�$1��J���������Q���I>N�G�$1��J>/�����I�$�?>/'����������

x0 ./����1����+>/�	(*�3�$�����������$���	,

mδ(x
0, f) = inf

{
f(x) : x ∈ U(x0, δ) ∩ E

}
,

Mδ(x
0, f) = sup

{
f(x) : x ∈ U(x0, δ) ∩ E

}
.

������
δ
5��	�����!�T���!./���!�"�����U
3���	���$5���
�7)����(*��


mδ(x
0, f)

���T��5�#
�	���������

Mδ(x
0, f)

��� �?>/���������-C+������1����<���)�$����������
R�$���$�)���	����

�G�$���$�)���	�

lim
δ→0+

mδ(x
0, f)

���
lim
δ→0+

Mδ(x
0, f)

>/'����������-7/���������4�����(*�3�$�����������$���o��'�
���(*
�������


lim
x→x0

x∈E

f(x), lim
x→x0

x∈E

f(x)
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f � c e!^!i8aDa � ^!hD[!\I] ��� j)[!\I]

j � hDZ@[!kDa
x0 ./����1����+>/��C���������� ���	7

lim
x→x0

x∈E

f(x) = lim
δ→0+

mδ(x
0, f), lim

x→x0

x∈E

f(x) = lim
δ→0+

Mδ(x
0, f).
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s%$�������

Mδ(x
0, f) ≥ mδ(x

0, f)
���

lim
x→x0

x∈E

f(x) ≥ lim
x→x0

x∈E

f(x).

�b�

lim
x→x0

x∈E

f(x) = lim
x→x0

x∈E

f(x),

����(*��

f

����
���������
E

�$�����������	����� ���!./�������R�������A�$���$�)���	�R��
W�G�$����#
�)���	�V>/'��������

x0 ./����1����+>/�:���

lim
x→x0

x∈E

f(x) = lim
x→x0

x∈E

f(x) = lim
x→x0

x∈E

f(x).
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δ > 0

����s%$�������������
f
����
�������2>/����������
�(*�����)�G�$�?>/'������3#

�	���
U(x0, δ) ∩ E �$�����������	��>/��7�����(*��
	./������


lim
x→x0

x∈E

f(x) = +∞. M
4
O
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f
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��������� ��������������
 (*�����)�G�$�?>/'��������	������� (*��� �b%$��������(*�
U(x0, δ) ∩ E �$�����������	��>/��7/./������


lim
x→x0

x∈E

f(x) = −∞. M
5
O

�b�
Mδ(x

0, f)→ −∞ 7G������
δ → 0+

7G����(*��


lim
x→x0

x∈E

f(x) = −∞. M
6
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���$������7��b�
mδ(x

0, f)→ +∞ 7G������
δ → 0+

7/����(*��


lim
x→x0

x∈E

f(x) = +∞. M
7
O
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m [!`@Z@[!n$] ������� ��� M�� ) � 7N� �-CGz � * ��
 � �${�� 7q� �-C � * �DO � �!�������!�+7 ϕ ���
g
./������������� ��
���


E ⊂ Rn �$�����������	��>/�:� ��
3�$�?>/'����)���T����
�����������H���
x0 ��0��)�

E
�$�����������	���g����� �������������<./����1����	�-7)���������	��V(*����&��	�����

��5�������
������3�I��
8��� ��5�������
������3�
E
# �DCq����(*��
8�����B���������	���I��������5������3#

�����	������
��

lim
x→x0

x∈E

ϕ(x) + lim
x→x0

x∈E

g(x) ≤

≤ lim
x→x0

x∈E

[ϕ(x) + g(x)] ≤ lim
x→x0

x∈E

ϕ(x) + lim
x→x0

x∈E

g(x),
M
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lim
x→x0

x∈E

ϕ(x) + lim
x→x0

x∈E

g(x) ≤

≤ lim
x→x0

x∈E

[ϕ(x) + g(x)] ≤ lim
x→x0

x∈E

ϕ(x) + lim
x→x0

x∈E

g(x).
M
9
O

%�(*�����J� ������0���
������H�����!� M � O+���<M |DO	��������5������������	����������
@� �������3#
����
������Q(*���������F1����	���������D72�b�u���K�������G(*�����!�

g
����
�����������������

E�$�����������	���y� ���!./�������@�$���$�)���	�H>/'��������J���)�$�����������
x0 ./����1����+>/��C

d [!\@[!f�a ������� ��� M�� �${�� 7/� �-C � * � �
� � ��� 7/� �-Csz z z O � �b� g ����
����������#

�������4(*�3�$�)���	�������	���4�$���$�)���+./��������������
��KM ) O)1����	���������-7*����(*��
������)#���������	���@(*��������� �@1����	���������-,

lim
x→x0

x∈E

[ϕ(x) + g(x)] = lim
x→x0

x∈E

ϕ(x) + lim
x→x0

x∈E

g(x),
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lim
x→x0

x∈E

[ϕ(x) + g(x)] = lim
x→x0

x∈E

ϕ(x) + lim
x→x0

x∈E

g(x).
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f
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��������� ��
3�$�?>/'����)���	���

E ⊂ Rn �$�����������	�3#
>/�H���

x0 ��0��)�
E
# ������� ��������������./����1����	�-C)������������
�7

x0 ./����1����	�
(*����&��	�����I��5�������
������3�Q��
4���Y��5�������
������3�

E
�$�����������	�3�DC
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B
����s%$���E��./���������

f � c e!^!i8aDa � j)[!\I] j � h*] Z@a
x0

./����1����+>/�
E

�$�����������	���@� ���!./�������-7q��� ����� M ��Ob�$���������	��5��!�+7N�b�<0��)#
�����	�

ε > 0
����s%$�����������������)�$�������������$� ���

δ > 0
����s%$���-7	�����

����� ���	�I�������H(*���������K���Y�������$�������D,
��O
f(x) < B + ε

0��������	�
x ∈ U(x0, δ) ∩ E ./����1����	�����������

�
z OI���)�$���������

x0 ./����1����	���$5���
y5����������X./����1����4�������$� ���
x′k ∈

U(x0, δ) ∩ E �������������������-7������
f(x′k) > B − ε 7 k = 1, 2, . . .

C
��
����	��� ���������	7$�$���$�)���

A
����s%$���+��./���������

f � c e!^!i8aDa � ^!hD[!\I]
j � h*] Z@a

x0 ./����1����+>/�
E

�$�����������	���y� ���!./�������-7��b�;,

) O f(x) > A− ε 0��������	�
x ∈ U(x0, δ) ∩ E ./����1����	�����������

�

* OI���)�$���������
x0 ./����1����	���$5���
y5����������T./����1����4���<���$� ���

x′′j ∈
U(x0, δ) ∩ E �������������������-7������

f(x′′j ) < A+ ε
7
j = 1, 2, . . .

C
����(*���$����������7

A ≤ B
C

�b�
A < B

7/����(*��
4�����������!���
ε < 1

2
(B − A)

����s%$�������������K� �����3#

������

A + ε < B − ε
Cb���$� � (*��� �b%$��������(*�

f(x)
7
x ∈ U(x0, δ) ∩ E 7

��
���(*��
����	������
��U���)%$��������

A + ε

���
B − ε

����s%$�������U(*�������E���
f����
���������I>/'��������H���Y�������

x0 ./����1����+>/��C
�b�

B = A
7�����(*��


f(x)
7
x ∈ U(x0, δ) ∩ E 7���
���(*��
����	������
��y�����3#

5�������
���������

(A−ε, A+ε)
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�1����������8�W���
f
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���������

x0 ./����1����+>/�
>/'��������Y�������

A
����s%$���-C

��������� ���	78�����B���������	���9(*��������� �g./��
��������������VM ��%DC � ) � 72� �-C	z � z �� , � 7G� �-C � { �
� z ��� 7G� �-C � * O�C

� aDe$] \I] \@[!k*] ������� ����� f ����
���������
E
� aDn!ZI] hDwKa � f�] � � hDZ@aDh

� ] � Z c wKaUj � h*] Z@a
x0 ./����1����+>/�:����
������H����(*��
:���I�3%$���	���o����(*��
�7

������
f(x)

��
���(*��
����	������
��W(*�����)�$�?>/'����)���	���
U(x0, δ) ∩E �$����������#

�	��>/�	���������	�����4�����������!���
δ
����s%$�������������y���H�b�;7G������������
:���B�����	7

����� ���	�I�������

lim
x→x0

x∈E

f(x) = lim
x→x0

x∈E

f(x)
M
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lim
x→x0

x∈E

f(x)
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��I�3%$��#
��� ��� �$�����B���u��
���(*��
����	�������$�-C
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f
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���������
E
� aDn!ZI] hDwKa � f�] � � hDZ@aDh j � hDZI] \

x0 ./���)#
1����+>/�g�������

+∞[
��
 −∞]

74����(*��

f
#L��� >/����� ��� ����������>/'����������

E
�$�����������	���<� ���!./�������

x0 ./����1����+>/�I����'��������	���
+∞ #L���K1����	���

� (*�3�$�����������$���
(−∞)

#L���J1����	���J� C
���$� ���@(*� ����
3%$���������$���D7G(*����&��	����� 	�������0����	�������3�H(*��������� �
� aDe$] \I] \@[!k*] ������� ��� M�� z ��� 7G� �-C � * O �

lim
x→x0

x∈E

f(x) = lim
x→x0

x∈E

f(x)
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1����	����� ����������������	�������	�����9�$��5����������$��6������������������$�-74�����
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���������

x0 ./����1����+>/�:S�����
����3�J>/'��������-7G�$���$�)���	�Q��
+�G�$���$�)���	�	7
���������	��uM � * O81����	�������y�3%$����� ���W�$�����B���Y��
���(*��
����	�������y1����	���-C

����
���������4>/�����4���	���������+>/'������������W��������%$���$���!���������	�W�������$�������-,
� ��
�����%$���	�B�

x0 ./����1����	���$5���
85������������W0������	�	(*�3�$��&��	� �������������������
U(x0, δ) ∩ E �$�����������	������
�C����!�����3���	�R���H���������������������<./���������?>/�
f
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���������A��
���(*��
����	������
��y(*������
�����
W� ����5����3��� �$�����������	�3�R���K� ��
3#
����%$���	�B�����$� ���	�$�����������	���������I� �����B������
������ 0������	�	(*�3�$��&��	��������������#
�������������U����%$�������!�+C�����(*��
Q���Q� �����B������
�������# �$�����������	���9����� �������������
./����1����4���g(*�������9���������3�$�9���g����������3�$�E./������������� ��
���


f � c e 	^!i8aDa � j)[!\I]U\I]U^!hD[!\I]<j � hDZ@[!k �
x0 ./����1����+>/��C

�������H�$�����8�G�$1�����������o� ��
�����%$���	�B� (*��������� �@�����I����� ���	�!���-C

lim
t→0

sin
1

t
= 1, lim

t→0
sin

1

t
= −1

M
15

O
���

lim
t→0

( 1

t2
sin

1

t

)
= +∞, lim

t→0

( 1

t2
sin

1

t

)
= −∞. M
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�������b��'���
���(*
��B�E��������5������������	�����

f
��� −f ����
�������������8>/�����2���

���������	>/'���������� (*������� ���B�b�$�:���4���������
x0 ./����1����+>/�WM�� z ��� 7D� �-C � , O�,

lim
x→x0

x∈E

f(x) = − lim
x→x0

x∈E

[−f(x)],
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lim
x→x0

x∈E

f(x) = − lim
x→x0

x∈E

[−f(x)].
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���(*
��B�U���B����./��
��������������-7����������8�$��y��%$����������%$���
� ������0���
������	�������QM ��%DC ����� ���	�!�����	7 � C � , C M � ��O;��� � C � , C M ��z Ob1����	������
��}�} ������������
 O�C

� aDe$] \I] \@[!k*] ������� � � � �!�������!�+7 f ����
���������A� ��
3�$�?>/'��������
E ⊂

Rn �$�����������	� ./����������� ��
����	���
E1, E2, . . . , En

�$�����������	���������R� �����)#
������
����������$��%$�!� ���$��74�����

x0 ∈ Rn ������� ����� ��������������./����1����	�
���!�����3���	�

Ei
�$�����������	�����������D7

i = 1, . . . , n
C+����(*��
������B���������	���

1����	������
��-,

lim
x→x0

x∈E

f(x) = max
{

lim
x→x0

x∈Ei

f(x), i = 1, . . . , n
}
,
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lim
x→x0

x∈E

f(x) = min
{

lim
x→x0

x∈Ei

f(x), i = 1, . . . , n
}
.
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E
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���(*��
����	�����
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��������	�����	���Y�$���$�)���	���-C�>/����������
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x0 ∈ E ./����1����+>/��7��b�U�$�)���	�������

lim
x→x0

x∈E

f(x) = f(x0)
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x0 ∈ E./����1����+>/��7/������
lim
x→x0

x∈E

f(x) = f(x0).
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x0 ∈ E ./��1����+>/��7"����(*��
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f(x0)
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x0 ∈ E ./����1����+>/�+
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���������@����� ����9>/�����)#
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E�$�����������	�3�D7K������1���� 0��������	�

δ > 0
����s%$�������������T����� ���	� �������

mδ(x
0, f) ≤ f(x0) ≤ Mδ(x

0, f)
��������5������������	��������� ���-72����(*���$��#

��������7

mδ(x
0, f) ≤ lim

x→x0

x∈E

f(x) ≤ f(x0) ≤ lim
x→x0

x∈E

f(x) ≤Mδ(x
0, f).

M
3
O

lim
x→x0

x∈E

f(x)− lim
x→x0

x∈E

f(x)
��%$�����������4��./���������
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� aDn!ZI] hDwKa � f�] � � hDZ@aDh

f � c e!^!i8aDa � Z pq[!h*]
x0 � [!Z@_@aDwyj)[ C
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���������J�)%$�����I�����$�@�/./0�����1��������J./����1����+>/�:
3���	���Q1����	���-C
����
��������������V(*�����������H>/����������
	���I��������������
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��:�$�����������	��>/��,G������:(*�3�$�����������$�I�������$�����I����
���������I� ����	3#

����I��'��������	�@�$�����������	���y0�������� ./����1����+>/��C

�b� �
��������	���-7)�����
f(x0)
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����	�����K�$���$�)���	���-7�����(*��

f(x)����
���������9>/����������
 � ��������������
��W
���%$���������)�/./0�����1������

x0 ./����1����+>/�
��5����������	��
�1)������� � ����5����3���	�	��1����	�������DCD�$��%$���	�������	7*�����B���������	���
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m [!`@Z@[!n$] ����� ����� M�� * + � 7�� �-C ) � �DO � f(x0)
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���(*��
����	�������Q�$���$�)�G#
�	�������B(*��� ����������(*�-7

f
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���������B>/����������
 � ��������������
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���%$���������)�/./0����3#

1����������������
x0 ./����1����+>/�;��������	�������	���2���)�$��5����������$�80��������	� ε > 0����s%$�������������@���)�$�����������3�@���$� ���:�����������!���

δ = δ(x0, ε, f)
����s%$���-7

�����	0������	�
x ∈ E ∩ U(x0, δ)

./����1����+>/�	�$�)���	�����������3�

f(x) < f(x0) + ε
M
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��1����	����� � (*�3�$�����������$���

f(x) > f(x0)− ε (5)

��1����	������� C

� ] tDn$] Z@a � `@k*] � M * OB��1����	����������
 � ������������
������������

lim
x→x0

x∈E

f(x) ≤ f(x0),

��������5������������	�����-7����������	��oM ) O8��������5������������	��������(*�J����
��?./���	�

f(x0) ≤ lim
x→x0

x∈E

f(x)
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:���B�����Y��&��	�����<M ��O81����	�������DC
] c i8aDwK[!kDwK`@k*] � M * O���1����	�����@� ������������
������������I>/����� >/'��������
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B = f(x0)
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ϕ(x0)
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ϕ(x0)
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n$] f�] wKa m a ����� ������� [0, 1]
�$��� ����
�1�>/�4� ��
�����%$���	�B�u����
�������

λ(t) =




t,

������
0 ≤ t ≤ 1

2
,

0,
������ 1

2
< t ≤ 1.

�3�@����
�������4�/./0�����1����
[0, 1]

�$��� ����
�1����@0������	� ./����1����+>/��7q� �������
t =

1
2

./����1����	���$�-C�������������
:���B�����

lim
t→1/2

λ(t) =
1

2
= λ

(1

2

)
, lim

t→1/2

λ(t) = 0 6=
(1

2

)
.
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λ
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t = 1

2
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λ
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���%$���������)�/./0�����1����J� �����8�

[0, 1]
�$��� ����
�>/��C

n$] f�] wKa m a ����� ����� � ����
�������

µ(t) =




t,

������
0 ≤ t <

1

2
,

0,
������ 1

2
≤ t ≤ 1

�/./0�����1����
[0, 1]

�$��� ����
�1����:0������	�	./����1����+>/��7 � �������4���$���
t = 1

2

./���)#
1����	���$�-C���� �4�������	7

lim
t→1/2

µ(t) =
1

2
66= µ

(1

2

)
, lim

t→1/2

µ(t) = 0 = µ
(1

2

)
.
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f(x)
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�������E���E0������	� ��
R��������������
<
���%$���������)�/./0�����1��
g(x)
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3#
������-7D���������4���

f(x)+g(x)
�4�����:�����������W
���%$���������)�/./0�����1��

x = 0./����1����+>/�JM�� z ) � 7/� �-C�z z-{DO�C
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§ � � f�] e!i+] wK[!kDa m tD[!Z@r!` c ��� hD[!_@a
� c e!^!i8aD[!kDa

� ����� f�] e!i+] wK[!kDa m tD[!Z@r!` j � hDZ@[!kDag\I]�f�] e!i+] wK[!kDa m tD[!Z@r!`
c ��� hD[!_@`@k*]

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ���
x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) ∈ Rn ./����1����	�����

��������5�����(*�����B� (*��������� �W�$���������	�)# ./����1����	�����

x(x0
i ) = (x1, . . . , xi−1, x

0
i , xi+1, . . . , xn),
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x0(xj) = (x0
1, . . . , x

0
j−1, xj, x

0
j+1, . . . , x

0
n),
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���������4���I���3(*���������!�V� ��&����	�I� �����)�$��%����	������
��J�?./���������H����5��	���	C
�!�������!�+7

f(x)
����
�������-7

x = (x1, . . . , xn)
7)� ��
3�$�?>/'����)���	���

x0

./����1����	���
U(x0)

�����������)(*�-C
���B���

xi
����	�������

f(x0(xi))
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���������E��./���������

f � c e!^!i8aDa �
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i 	 Z@a � ] tD`@`@Z@\@aDe$] _@`
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 if(xi)
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��������7G��������'�� �Y���B���
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if(xi) = f(x0(xi))
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lim
xi→x0

i

if(xi) = lim
xi→x0

i

f(x0(xi))
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2�����@��./���������
x0 ./����1����+>/�

f � c e!^!i8aDa � i 	 Z@a<tD[!Z 	
r!` j � h*] Z@a ��


xi
i8hDwA] \@a m tD[!Z@r!` j � h*] Z@a CGs%$�������-7������
if(x0

i ) = f(x0) = f(x0(x0
i )).
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f�] e � ]-j � hDZI]
� ������� M�� �${ ) � 7� �${ , � O � ����1�0����!�+7������ f(x1, . . . , xn)����
���������

x0 ./����1����+>/��������� f�] e!i+] wK[!kDa m aQtD[!Z@r!`=j � hDZ@[!kDa 7$(*�3#
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i = 1, . . . , n
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�����	�����!���E5�����&�� >/'������������F���)�$��������������
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µ(x1, x2)
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���������U���R�3�g�"����1��R
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�������� + C �?# (*�$O��� � ������������
������������D7)�$�?>/��� �������	7

f
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����������>/'��������g���)�$���������

x0 ./����1����+>/�QM ��%DC�zqC zQ���������B�BO�C
���������	�������$��%$�����������-7	�����
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���������F>/'������������)�$���������

x0

./����1����+>/�2�?./�������
f
#3�������

x0 # >/��� ��
�����	�����!��� 5�����&�� >/'������������W���)#
�$�����������Q���I���!�V1����	�������

f
#L���I>/'������B����
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�3�A� ������������
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�7������
f
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x0 ./����1����+>/�Q�?./�������
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x0 # >/�J��� �����J>/'��������g���)�$�3#
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x0 ����� �������������J./����1����	���-C
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x0 ./����1����+>/�
f
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i
#L���R5�����&�� if(xi) = f(x0(xi))����
�������I�/./0�����1����

x0
i ∈ R

./����1����+>/��7"����(*��
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xi

i8hDwA] \@a m tD[!Z@r!` c ��� hD[!_@a
x0 ./����1����+>/��C;���$� � (*��� �b%$��������(*�
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����	�����
f(x0)

�$���$�)���	���J���AM + O+1����	�������Q&����	�!�V� ���������

lim
xi→x0

i

if(xi) = f(x0) = lim
xi→x0

i

f(x0(xi)).
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ε > 0

����s%$�������������E���$� ���
δi =

δi(x
0
i , ε, f) > 0
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∣∣ if(xi)− f(x0)

∣∣ < ε
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k
f(x) = f(x0(xk))− f(x0)
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e$]-j)Z@\@a �:���3(*���������!�+7$���������	�� kf(xk)
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f(x) = kf(xk)− f(x0),
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xi→x0

i

∆x0
i
f(x) = 0,
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f(x)

∣∣ < ε, xi ∈ (x0
i − δi, x0

i + δi)
M
11

O

�$��%$�3�DC:�b� M �DOR1����	������������� ���	� ��������0������	�
i = 1, . . . , n
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u = f(x)
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�� if(xi)
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f(x0) = if(x0
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����	�������$5���
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���!./���!�"�����
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Oxi
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xi → x0
i

C
s%$�������-7P�����

x0 ./����1����+>/�)� ��
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ψ(x0)
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f(x1, . . . , xn)
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l ∈ L(x0)
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x0 ./����1����+>/�B./0�����1����	�

R(x1, x2)
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���������+�/./0�����1�����������
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g(x1, x2)
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ω(x1, x2)
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�����������
x2 = px2

1
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x2 = x3
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�����	�����!� 5�����&�� �/./0�����1��������������
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K2 =
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(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1
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φ(x, y)
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c=(c1, . . . , ck−1, ck+1, . . . , cn)
���5������������������DC

� ��� � c ��� hD[!_@`@kDa � n![!`@Z@[yr!aDZ@a m ] \@a m [!`@Z@[!n$]
m [!`@Z@[!n$]

� ��� ��� M�� | |�� 7J� �${ ��� 7 � �${ , � O � f ����
���������J�/./0�����1���������#
�������

x0 ./����1����+>/��7���������	�������	�Q���@�$��5����������$���
f
#L���Q� ��
�����	�����!�

5����b%������H5�����&�� �/./0�����1������
x0 ./����1����+>/��C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ���������������:6������������W��������	�����	�����:� ������������
������3#
���������Q�"����1�������
�7b�����

f
����
���������R�/./0�����1������

x0 ./����1����+>/�Q�?.N#
�������

f
#L��� � ��
�����	�����!� &��	����� 5�����&�� �/./0�����1��������

x0 # >/��74���������3#
��� ) C zqC �?#L���:����
���%$�����	CD�3�:5��-7D���������W�3%$�����-7 �?./������� ./��
�������������� * C � C z$#���U&����	�!�+7

f
#L����� ��
�����	�����!� 5����b%���� 5�����&��X�/./0�����1��������

x0 ./���)#
1����+>/��C

��%$�	�Q����������� ��
��B�o���������������y6������������Q�$��5����������$�����-C"�!�������!�
f����
�������E� ��
�����	�����!� 5����b%�������� 5�����&�� �/./0�����1����

x0 ./����1����+>/��C
�3�9
���(*
������D78�����

f
0��������	�E�������)��5������������	�F����	�����!� 5����b%��������

5�����&�� �/./0�����1����
x0 ./����1����+>/��C�������1���� * C � C M z O21����	�����@(*�3�$�)���	�3#

�����	���:0��������	�4�������)��5������������	� ����	���������������@���	�����������!���3����������#
���I0��������	�I
���5������������������D7�5�����&����	7/�3�������������������������

cj = 1
7
j 6= k

C
��%$�	�

Rn �$�������� ./��������������� ��
��B� ����� ���� � �����B������
������
P1, . . . , Pn

6��������������������$�-7����������4���W�$�����B��� ./���������
x0 ./����1����	�-C

0��������	�
Pk

6���������������� ��
3�$�?>/'����)���	��� ��1����	�����!��� |xj − x0
j | ≤

|xk−x0
k|

�$���$1������!�+7q������
j
'��������	�����I0������	�:��
���(*��
����	�������I� �������
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��	����	�����#� � %	�����$�	������� ������ 	��!����	�#" � �

k
��
���(*��
����	�������$�-Cs6��������������Q�����$�

x0 ./������������
4(*�����)�G�$�?>/'��������	���
��������	�������Q���������W�3%$�����3�DC

f
����
���������

x0 ./����1����+>/�:�/./0�����1��������
�����$����� ��
���� ��������	�������	���g���R�$��5����������$�-7 � C � C �g���������������g&����	�!�+7
�����

lim
x→x0

x∈Pk

f(x) = f(x0)
M
1
O

1����	�����W(*�3�$�)���	���3�Q0��������	�J�"���3�$�����������	�
k
#3�������D7

k = 1, . . . , n
C

>/��� �����������@(*�3�/>/')������������(*����&��	�����W������5�����0��B�"���	��� �=M ��OB1��)#
�	�������H�����B���������	�������J������� ��
��!�

k = 1
��
���(*��
����	���������������Q���:(*���3#

��� �����@�3� �4���	�����J������� �������	�I����
������H���8(*��� �b%$�������?>/��C
����(*���$����������7����G(*�����!�+7������

x = (x1, . . . , xn) ∈ U(x0)
./����1����	�

��5�������
����
P1

# �H���I���$�4���!./���!�"�����
x0 ./����1����	���$5���
�C

f(x)
����
���������

x1
����	�����!� 5����b%������W5�����&����/./0�����1��������H� �����

x0 ./����1����+>/��7�� ���������

lim
x→x0

x∈P1

[
f(x)− f(x(x0

1))
]

= 0 (2)1

1����	�����-C
x(x0

1) = (x0
1, x2, . . . , xn)

./����1����	�B������5�������
������
P2,. . ., Pn6�����������������������
 ∗ ���������	�����3�DC

�������G(*���!�+7-�����b�3�
x(x0

1)
./����1����	�8��5�������
����

P
l1

# �D7!�$������
l1 6=1

C
������1����

(2)1
1����	������������
+���B����� � ������
������4(*��������� �:1����	�����-7N�����)#

� ��
���
f(x)

�������
xl1

����	�����!�V5����b%��������u5�����&�� �/./0�����1��
x0 ./���)#

1����+>/��7

lim
x→x0

x(x0
1)∈Pl1

[
f(x(x0

1))− f(x(x0
1, x

0
l1
))

]
= 0, (2)l1

∗n = 2 ������. !�$���$��%(��%( ��$���2�$%( * ��������&1��"�� x0 = (x0
1, x

0
2)

 x = (x1, x2) ∈ P1��� x(x0

1) = (x0
1, x2)

* ��������&1� ���%� .0$����%( P2 � (�
,��������&1��
)�����%( (���������$�&1� � �����
$�������������& ����� �%� . !��%(#��������.0��������"���� ����� � {

(x1, x2) : |x2 − x0
2| ≥ |x1 − x0

1|
} +

� � ��� �-�,(������ 
 x(x0
1)
* ��������&1� ���%� .0$����%( x1 = x0

1
* � � �	(�+

n=3 ������. !�$���$��%(��%( ��$���2�$%( * ��������&1��"�� x0 =(x0
1, x

0
2, x

0
3)

 x=(x1, x2, x3)∈

P1
��� * ��������&1� x(x0

1) = (x0
1, x2, x3)

�������%� .0$�����"�� P2 � ( ��� P3 � (�+
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�$������

x(x0
1, x

0
l1
)
#L�!����'�
���(*
3���	���:���

(x0
1, . . . ) ∈ Pl1

./����1����	�-7*�����3#
�	���

l1
5�����������
���1����

x0
l1

M ��%DC ) C ) C M ��OB�$���������	�2O�C��%$�	�
x(x0

1, x
0
l1
)
./����1����	�<������5�������
������<���������	�����

P
l2

# �D7"�$������
l2 6= 1

���
l2 6= l1

C
���E6���������)������� �����$���$�)���8�V��������'����!� ���$� � ./����1����8�D7 �����3#

�	����5�����������
���1B����� ��
y�"���3�$�����������	���<0������	�-7b� �������R���B���A5������)#
����
���1����$�-Cs�3�K���B���������B���J����	�����Q5�����������
���1��y����
������

xln−1

C�������#
1���� �3�=./����1����	�=��5�������
����

P
ln−1

# �=��� ��� ./����1����8�T������� �$��%$�

x0(xln−1)
C/����(*���$����������7������ ���	�I�������

lim
x→x0

x0(xln−1
)∈Pln−1

[
f(x0(xln−1))− f(x0)

]
= 0 (2)ln−1

1����	�������DCq����� ���������	7q�������?./0�� �����:����&����������
x0 #L���W����%$�	�������	�W
��3#

�����$���������
x = (x1, . . . , xn) ∈ P1

./����1����	������
�7B�����������!�
x0 ./���)#

1����+>/�J���$��7)�����J0��������	�
Pm

#L����
�7
m = 2, . . . , n

7b����'��������!�
x0 #L���

����%$�	������� ./����1����8�DCs�!./������� ���$�@����
��Q� �!�������	���!./��
��������	�
f

����
3#
��������+0��B�"����������20��������	�8�������)��5������������	�+����	�������	���������B�

x0 ./���)#
1����	���Q�����������)(*�-C

(2)1
7
(2)l1−(2)ln−1

1����	�����������:(*� �4���������!��������'������JM ��Ob1����	�)#
���
k = 1

��
���(*��
����	���������������DC
��������� ���	7

f
����
�������2�/./0�����1����

x0 ./����1����+>/��C*�������������	������1�5���#
��������	���-C

� � � � c ��� hD[!_@`@kDa � n![ � ] n![ m [!`@Z@[!n$]
�/./0�����1��������g���������J&������!������� * C zqC �����������������U6��������������$��5�����#

�����$�������Y������1�5�����������$���Y� ���������	��
���� ����
����$��03��������'������ �"����1��-7
�������	��� 	�������0����	���������I����	5��4���������������W�$��%$�!�V���?>/��
3(*��./��
����	���-C/���
��������������� �������@6�������1���5����	� � ������0���
������ ����
���������:�/./0�����1������?>/�2� ��#
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m [!`@Z@[!n$]
� � � ��� M�� �${ , � O � f(x)

7
x = (x1, . . . , xn)

7 ����
���������
�/./0�����1����������������

x0 = (x0
1, . . . , x

0
n)

./����1����+>/�b��������	�������	�8�����$��5�#
���������$���-7������

lim
xk→x0

k

|xj−x0
j |≤|xk−x0

k|
j 6=k

[
f(x)− f(x(x0

k))
]

= 0
M
1
O

1����	�����W(*�3�$�)���	���3�Q0������	�
k = 1, . . . , n
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���(*��
����	���������������DC
f�] e � ]-j � hDZI]

� � � ����� M ��O�1����	�������o(*�3�$�)���	�������$���=����1�0����!�+7
�����

f
����
���������

x0 ./����1����+>/�R�������
xk

����	�����!� ] ZI] aDe!_@[!e � c 	
Z@aUt c m p c Z@agtD[!Z@r!` c ��� hD[!_@`@kDa �9m hDa � [!k*] C

��%$�	� * C ) C �H�������������I���$�40����	�����������
m [!`@Z@[!n$]

� � � ��� � f ����
���������<�/./0�����1����������������
x0 ./����1����+>/�

��������	�������	�I���:�$��5����������$���-7������+�����
x0 # >/�+S�����
����3� f�] e!i+] wK[!kDa m

] ZI] aDe!_@[!e � c Z@a<t c m p c Z@agtD[!Z@r!` c ��� hD[!_@`@kDa �9m hDa � [!k*] C

� ��� � \I] � tDhDe!a m aUv aDZ@hD[!wKa m [!`@Z@[!n$] c ��� hD[!_@`@k*]-j)[

) C zqC � 7 * C zqC � 7 * C ) C �I��� * C ) C zy�������������������H�$�!����&������+>/�:������'������
m [!`@Z@[!n$]

� ��� ��� M�� �${ ��� 7 � �${ , � O � (*��������� � ��O � * O�./��
�����������������������
���!�����3���	�H���!��� ��
��I��5����������	��
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������� �/./0�����1����
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�

z O
f
����
�������W� ��
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) O f ����
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x0 ./���)#
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�

* O f ����
���������
x0 ./����1����+>/�Q��������� ��
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3�������

5����b%������H5�����&�� �/./0�����1��������K�������$�����-C

d [!e!a d hDe$] � ��� ����� zq7 ) ��� * 6�������� ���!�"����������
 	���
3�D7������K���B�b#
����	��������
��U����
���������������������E5��	���$��5���� ��
����	�?>N(*��������5����������������	�
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�����	�����!� &��	��������5�����&�� ���<� ��
�����	�����!� 5����b%��G#
���F5�����&�� �/./0�����1�������
��-7	���������U���!�����3���	������	�����!� 5�����&�� �/.N#
0�����1������U��
3�;7����� ��� �������-7����������K� ��
�����	�����!� 5�����&�� �/./0�����1������-C
������������
�7 ����� ���� ��5����9�!�������-7W&��	������������5����b%������ 5�����&�� �/.N#
0�����1�������
��:���B������	��������
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d [!e!a d hDe$] � ��� ��� � �b� k
# �R�b��
�����Y���B���K���������	�����H��
���(*��
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�������������
1, . . . , n

����s%$������������
 ��� �$�)���	�������

lim
xk→x0
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|xj−x0
j |=|xk−x0

k|
j 6=k

[
f(x)− f(x(x0

k))
]

= 0
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1
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1����	�����-7$����(*��

f(x1, . . . , xn)
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�����������g�������B�/./0�����1��
(x0

1,. . ., x
0
n)./����1����+>/��C
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� ����� j � hDZ@a � ] ZI] Z � [!kD`@k*]
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f(x)
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1, . . . , x
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µ(x1, x2)
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µ(x1, x2)
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µ(x1, x2)
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x0

1

#3�������
µ(x0

1, x2) = 1
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x2 6= 0
CG������1����40������	�

x0
1

#3�������J� ���������

lim
x2→0

µ(x0
1, x2) = 1, x2 6= 0

M
1
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∣∣ < ε,

������ |x−x0| < δ
���

c ≤ y ≤ d,
M
4
O

�$��%$�3�DC������!�V��1�5��������� ��O8������� ��
����	���-C
��
����	��� ���������u������'������

∣∣ϕ(x, y)−ϕ(x, y0)
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� c e!^!i8aDa � i+] wKn?pqZ@aDhDaUj � h*] Z@aU\I]

i+] wKn?pqZ@aDhDa c ��� hD[!_@`@k*]
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ϕ(x0[+])
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ϕ(x)
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ϕ(x)
#L���+��
���(*��
����	�������

x = x0 ./����1����+>/��7P����(*��
b���$� ���B(*�3�!./���������!�
����'��������	�H��%$���	�J����
�������W�/./0�����1��I����
������

x0 ./����1����+>/��C
���R6���������)�������F���/./�����B�
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ϕ(x)
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��������� ��� hD[!_@a � v aDZ@hD[!wKa

f�h*] Z@a � � [!Z@_@aDwKa�r!wKaD[!Z@a�]-j)Z@a mQ7s�b���$���$�)���	���
ϕ(x0[−])

���
ϕ(x0[+])
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ϕ(x0[−]) 6= ϕ(x0[+])
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ϕ(x)
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5����b%������@�/./0�����1��������Q�
������������I(*������'������!�+C

f�] e � ]-j � hDZI] ��� ��� ��� M�� �${ + � 7J� �${ , � O � ����1�0����!�+7"����� ψ(x)
����
3#

��������D7
x = (x1, x2)

7
x0 = (x0

1, x
0
2)

./����1����+>/�
x1

i8hDwA] \@a m ] ^!h �
t c m p c Z@a<j � h*] Z@a 7*�$���������8�������

ψ(x0 ∧ (x1))
7G�b�E0��������	�

c > 0�3���������������������y���)�$���������
c
# �$� ��
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ψ(x0 ∧ (x1)) = lim
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|h2|≤c|h1|
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1 + h1, x

0
2 + h2)
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l > 0
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l
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m [!`@Z@[!n$] ��� ��� ��� M�� �${ + � 7�� �${ , � O � ψ(x)
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������
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b���B�3%$���	���F����(*��
�7�������B���)�$���������
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ψ(x0 ∧ (x2))
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ψ(x0 ∧ (x1)) = lim
x→x0

ψ(x) = ψ(x0 ∧ (x2)).
M
3
O



§
��� �������$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"'
��	 � %����	 	� ���� 	�	���

. . .

�����

] c i8aDwK[!kDwK`@k*] � ψ(x)
����
�����������������

x0 ./����1����+>/�">/'��������8���)#
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ψ(x)
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lim
x→x0

ψ(x)
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� ] tDn$] Z@a � `@k*] � �b������� ���	�K�������
ψ(x0 ∧ (x1)) = ψ(x0 ∧ (x2))1����	�������D7-����(*��
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l = 1
���

c = 1
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m [!`@Z@[!n$] ��� ��� ��� M�� �${ , � O � ϕ(x)
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����������>/'�������� ���)�$���������
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1, x
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���(*
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ϕ(x)
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c = 1
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f�] e � ]-j � hDZI] ��� ��� ��� M�� �${ + � 7 � �${ , � O � ψ(x)
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���������@���/./�����B�

x1
i8hDwA] \@a m t c m p c ZI] \ c ��� hD[!_@a

x0 ./����1����+>/��7I�b�
ψ(x0)��
���(*��
����	�����@�$���$�)���	���J���@����� ���	�H�������

ψ(x0 ∧ (x1)) = ψ(x0)
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ψ(x)

# �Y���/./�����B�
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c ��� hD[!_@a
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ψ(x0)
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m [!`@Z@[!n$] ��� ��� � � M�� �${ + � 7 � �${ , � O � ψ(x)
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ψ(x)
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ψ(x)
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x0 ./����1����+>/��7

����(*��

ψ(x0)
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lim
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ψ(x) = ψ(x0).
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�����	
��I���4���!���!���������

a > 0
���

b > 0
�3�������������?>/��,

ψ(x0+̂(x1)) = lim
h1→0+
|h2|≤ah1

ψ(x0
1 + h1, x

0
2 + h2),
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1
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ψ(x0−̂(x1)) = lim
h1→0−
h2≤−bh1

ψ(x0
1 + h1, x

0
2 + h2).

M
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t c m p c Z@a ± j � hDZ@[!kDa
x0 ./����1����+>/�

x2
����	�������W���������B� � ��
���#

�$�?>/'����������:(*��������� �yM ) O����yM * O�1����	���������!�+7N��
����	��� �������@���B�b%$����#

������!�

c > 0
���

d > 0
�3�������������?>/��,

ψ(x0+̂(x2)) = lim
h2→0+
h2≥c|h1|

ψ(x0
1 + h1, x

0
2 + h2),

M
3
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ψ(x0−̂(x2)) = lim
h2→0−

h2≤−d|h1|

ψ(x0
1 + h1, x

0
2 + h2).

M
4
O

���������	�H�����$��
���%$���-7s�����	����� ���	�H�������I(*���������y./��
����������������D,
� aDe$] \I] \@[!k*] ��� ��� ��� M�� �${ + � 7=� �${ , � O � ψ(x)

����
���������
x0 ./���)#

1����+>/�B����
������
x1

����	�����!� 5����b%������
ψ(x0∧ (x1))

>/'��������:����(*��
B���
�3%$���	��� ����(*��
�7�������<���)�$����������
Q���B�������B��1����	�

ψ(x0+̂(x1))
���

ψ(x0−̂(x1))
CG���$� � (*��� �b%$��������(*�H� ���������

ψ(x0−̂(x1)) = ψ(x0 ∧ (x1)) = ψ(x0+̂(x1)).
M
5
O

��
����	��� �����o./��
����������������A�������y����� ���	�
x2

����	�������K���������B�����7
s%$�������-C

������������� �${NC + C �?#L���H���I���	./��
��������������������J�$�!����&������+>/�4� ���������
m [!`@Z@[!n$] ��� ��� ��� M�� �${ + � 7J� �${ , � O � ψ(x)

����
���������Q>/'��������y����
��3#
���
x0 ./����1����+>/�K����(*��
Q�����3%$���	��� ����(*��
�7������� M ��O �"M * OI1����	�)#

�������!�V� ��
3�$�?>/'����)���	�H�$���������������H���)�$����������
:���I�B�b%$�����	���B�������B�b#
1����	���-CG��5���
����$5�
����=(*��� �b%$��������(*�-7

lim
x→x0

ψ(x)
���!���@�$�����B���Y��
���(*��
��3#

�	�������Q1����	���-C
f�] e � ]-j � hDZI] ��� ��� ��� M�� �${ , � O � ψ(x)

����
���������V���/./�����B�
x1i8hDwA] \@a m t c m p c ZI] \ + c ��� hD[!_@a

x0 ./����1����+>/��7G�b�
ψ(x0)

��
���( #
��
����	�����@�$���$�)���	���J��� �$�)���	�������

ψ(x0+̂(x1)) = ψ(x0)
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��� �

1����	�����-C
��
����	��� ���������	7

ψ(x)
# �9���/./�����B�

x1
i8hDwA] \@a m t c m p c ZI] \

− c ��� hD[!_@a
x0 ./����1����+>/��7��b�

ψ(x0)
�$���$�)���	���J���

ψ(x0−̂(x1)) = ψ(x0).
�����	�)�D7

ψ(x)
����
���������K���/./�����B�

x1
i8hDwA] \@a m t c m p c ZI] \

± c ��� hD[!_@a
x0 ./����1����+>/��7	�b�

ψ(x)
���B�������)���	��� ��������5����b%��G#

����� + �/./0�����1��:���:5����b%�������� − �/./0�����1�� x0 ./����1����+>/�
x1

����	�������
���������B�+C

����������
4��(*5��������@(*��������� �
� aDe$] \I] \@[!k*] ��� ��� ��� M�� �${ , � O � ψ(x)

����
���������
x1

����	�����!� 5��G#
�b%������2�/./0�����1����������������

x0 ./����1����+>/��7 ��������	�������	���	���2�$��5����������$�
ψ(x)

#L���J5����b%������ ± �/./0�����1������ x0 # >/� x1
����	�����!�+C

��
����	��� ���������F� ��
����$�?>/'����������
ψ(x)

����
�����������������
x2

����	�����!�
x0 ./����1����+>/�;5����b%������-, + �/./0�����1������-7 − �/./0�����1������B��� ± �/./0�����1������-C

������������� �${NC + C ) �����3�U./��
������������������U� ����	�����
�������
�7������Q�����B���3#
�����	���

m [!`@Z@[!n$] ��� ��� ��� M�� �${ , � O � ψ(x)
����
���������I�/./0�����1����������������

x0

./����1����+>/�I��������	�������	�K���Q�$��5����������$���
ψ(x)

#L���R5����b%������ ± �/./0����3#
1������

x0 ./����1����+>/�:����� ����
x1

����	�����!�+7����$�
x2

����	�����!�+C

��� ��� � t c m p c Z@age$]Ppq_@`@n!a
f�] e � ]-j � hDZI] ��� ��� ��� M�� �${ + � 7 � �${ , � O � �b�

ψ(x)
����
�����������������

�$���$�)���	���
ψ(x0 ∧ (x1))

���
ψ(x0 ∧ (x2))

7/����(*��


ω(ψ, x0) =
∣∣ψ(x0 ∧ (x1))− ψ(x0 ∧ (x2))

∣∣ M
1
O

����s%$���<���/./�����B�
ψ(x) � c e!^!i8aDa � t c m p c Z@a�e$]Ppq_@`@n!a

x0 ./���)#
1����+>/��7-%$���	�

x0 # �:5��4���/./�����B� ���B����
���������:5����b%������:�?>/���!�F�$����#
�)���	�I
���%$1��������J./����1����	�-C

s%$�������@(*��������� �
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� aDe$] \I] \@[!k*] ��� ��� ��� M�� �${ + � 7 � �${ , � O �

ω(ψ, x0) = 0
M
2
O

1����	�����y�������K�������A��������	�������	�K���H�$��5����������$�K6����������-7"�����
ψ(x)����
���������

x0 ./����1����+>/�IS�����
����3�y�$���$�)���	�K>/'��������-C8M z O 1����	�������
(*�3�$�)���	��������(*��� �b%$��������(*�-7

ψ(x)
����
����������>/'��������

x0 ./����1����+>/�
1����	���

ψ(x0 ∧ (x1)) = ψ(x0 ∧ (x2))
����s%$�����DC

������U(*��� ����&��	���	(*����������'��B��(*��������� �	�
����������-,
� c e!^!i8aDa � ��� hD[ 	

_@a � t c m p c ZI] \ ] � ] i8aDwK[!kD[!wKa � [!Z@_@aDwKa 7
� c e!^!i8aDa � t c m p c 	

Z@a d [ � � `@Z@[!k*] � [!Z@_@aDwyj)[ c ��� hD[!_@`@kDa �Nm hDa ��7 ��� hD[!_@a � t c 	
m p c Z@a d [ � � `@Z@[!kDa � � [!Z@_@aDwKa 7 ��� hD[!_@a � v aDZ@hD[!wKa f�h*] Z@a �
� [!Z@_@aDwKa t c m p c Z@aT]-j)Z@a mQ7 ��� hD[!_@a � n![!`@Z@[ f�h*] Z@a � � [!Z 	
_@aDwKaUt c m p c Z@aE]-j)Z@a mQC

��� ��� � r!wKaD[!Z \I]Ut c m p c Z d [ � � `@Z@[!k*] m ]<[!tDhDaDh*] wK[!e!_@`@k*]
� aDe$] \I] \@[!k*] ��� ��� ��� M�� �${ + � 7)� �${ , � O � �b� (*�3�$��&��	�������	���

f(x)����
���������4&��	�������8(*�3�!./���������
x0 ./����1����+>/�)�/./0�����1����������������D7*����(*��


(*�3�$��&��	�������	���J���:����
���������J5����b%������@(*�3�!./��������������������4./����1����+>/�
�����$�W�/./0�����1����������������DCs����� ���	�I�������H(*�����)��
��������T�"����1)�$���C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � f(x)
����
����������&��	�������9(*�3�!./����������� (*�3�$��&��	����#

�	�����
x0 ./����1����+>/�R�����$�U�/./0�����1����������������D78
���(*
������ �${NC * C M z Oy1��)#

�	�������+(*�3�$�)���	�������DC �3�4�?./�������
f(x)

����
���������8�$���$�)���	�	>/'��������4���)#
�$�����������U���������J./����1����+>/��7b./��
�������������� �${NC * C �?#L����&����	�!�+C;�$���$�)���	�
>/'��������H���)�$���������I5��@�?./������� �${NC , C M z OB1����	�������I(*�3�$�)���	�������D7G./��
���#
����������� �${NC , C �?#L���<� �����	Cb������1����H(*�3�$��&��	�������	���

f(x)
����
����������5��G#

�b%������W(*�3�!./���������
x0 ./����1����+>/�	�/./0�����1����������������DC

���$�����H������� ��
��������Q(*�����)��
��������	�R�"����1����C"./��
��������������R������1�5���#
��������	���-C

��%$�	� ��5���� �${NC � C ��./��
�������������� �$��( �����	�������o� ����&��	����� (*���!����
3#
%$����� �U(*���������:� ������
��!����������>/��,

f(x)
����
���������+���/./�����B� d [ � � `@Z@[ 	

k*] \@a
x0 � [!Z@_@aDwyj)[An!a � a c ��� hD[!_@`@kDa �Nm hDa ��7/�b�E(*�3�$��&��	�������	���
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���I����
���������A&��	�������K��
@5����b%������Q(*�3�!./���������K���������W./����1����+>/�W�/.N#
0�����1����������������DC

���������	�)�D7��b�
f(x)

����
���������
x0 ./����1����+>/�:�������Q������(*�3�!./�����3#

�������+��
3�;7P�������� �������-7-������������	���������	./0�����1��-7P����(*��

x0 # �	���/./�����B�

f(x) � c e!^!i8aDa � ] Z � [!kDa m a ��� hD[!_@a � � [!Z@_@aDwKa ���	����1�0����!�+7 �����
f(x) � c e!^!i8a*] � ] n � [!Z@_@aDwyj)[K] ^!h � ] Z � [!kDa m a ��� hD[!_I] C

§ � ��� `@Z@agi8hDwA] \@a �
� c e!^!i8aDa � � aDn![!_@Z@a c wKa c ��� hD[!_@`@k*]

� ������� [!Z m i8hDwA] \@a*] e!a
� c e!^!i8aDa � c ��� hD[!_@`@kDa � \I]

� aDn![!_@Z@a c wKa c ��� hD[!_@`@kDa �
� aDn!ZI] hDwK[![!kDa
�!�������!�+7����B������	��������
��

λ(t)
����
�������Q� ��
3�$�?>/'����)���	���

t0 ∈ R./����1����	���
(t0 − δ, t0 + δ)

�����������)(*�-7
δ > 0

C
λ(t0 + h) − λ(t0 − h)

��%$�����������U��./���������
λ(t) � c e!^!i8aDa � � a 	n![!_@Z@a c wKa�e$]-j)Z@\@a

t0
./����1����+>/��C

λ(t)
����
���������I��./��������� � aDn![!_@Z@a c wA] \ c ��� hD[!_@a

t0
./����1����8#

>/��7/�b�g�$�)���	�������<M S����G�$�����B�"�-7 �$| )�+ .�C O

lim
h→0

[
λ(t0 + h)− λ(t0 − h)

]
= 0

M
1
O

1����	�����+���+��./��������� � aDn![!_@Z@a c wKa
� c e!^!i8a*] t∗ ./����1����+>/��7-������

lim
h→0

[
λ(t∗ + h) + λ(t∗ − h)− 2λ(t∗)

]
= 0.

s%$�������-7 �������/./0�����1�������� ./����1����+>/�9����
���������$������1��������	���-C
(*�����)��
��������	����1�5���������������B���������	���g���!���������g0������	� ��
UM ��%DC � � C � C �
���������������Kz ′ O	��1�5���������J���������B�BO�7/%$���	�Y./����1����+>/�W5��H��������1������!���
6����������!�TM ��%DCG./��
�������������� � � C � C ) ���������B�BO�C

λ(t)
����
�������@�?./��������� w c �

� c e!^!i8a*] \ t0
./����1����	���J���������B�+7

�b�E����� ���	�H�������
λ(t0 − h) = λ(t0 + h)
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1����	�������DC
��������� ���	7

t0
./����1����	��� ���������B� �8�/./������
�������g�$������1��������	���

�/./0�����1����
t0

./����1����+>/��C
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λ(t)
����
���������2��./��������� tD[!e!_@a

� c e!^!i8a*] t0 ./���)#1����	���Q���������B�+7��b�g(*�3�$�)���	�������	���

λ(t0 − h) = −λ(t0 + h)
M
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1����	�����-C
����(*���$����������7

λ(t)
����
���������45���
�1����������������

t0
./����1����	���:���������B�+7

��������	�������	�H6������������
λ(t0) = 0
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1����	�����-C
� aDe$] \I] \@[!k*] � ����������� �b� λ(t)
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�������)�/./0�����1����
t0

./����1����+>/��7
����(*��
8��� �:�$������1��������	������F�/./0�����1����

t0
# >/��CD(*�����)��
��������	�@��1�5���������

������������-C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � λ(t)
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���������K�/./0�����1������
t0

./����1����+>/�I�?./�������
λ(t0)

����s%$�����H�$���$�)���	�������y���

λ(t0 + h)− λ(t0 − h)=
[
λ(t0 + h)− λ(t0)

]
−

[
λ(t0 − h)− λ(t0)

]
��%$�����������y
3���	���$5���
	�!./���!�"�����D7�������

h→ 0
C

(*�����)��
��������	� ��1�5�����������Y����������������Y� ����	�����
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µ(t) = t−2 7

µ(0) = 0
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t = 0
./����1����+>/�U./0�����1����	�������

���������4�����)�I�$������1��������	���Y�/./0�����1��I�8�/./�������y� �����	C
� aDe$] \I] \@[!k*] � ��������� � �!�������!�+7 λ(t)
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./����1���#
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λ(t)
# �y�/./0�����1����������������

t0
./����1����+>/�I��������	�3#

�����	�y���H�$��5����������$���
λ(t)
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t0

./����1����+>/��C
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�7�M ) O����yM * OB1��)#�	�����������Q� �!�������	���!./��
������!�+C�./��
��������������H������1�5�����������	���-C
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\I] n!_@tDaDi8[!k*] � �3�8����	�����
��B�+7$����� ���	�!����� x ����	���������������DCP� ���������

ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 + k) =
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��	�#"("�� � ��!����#����(������ 	��!����	� � � �

=
[
ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0, y0 + k)

]
+

+
[
ϕ(x0 − h, y0 + k)− ϕ(x0, y0 + k)

] M
5
O

1����	�����-C
ϕ(x, y)

����
���������
x
#L���	���������B�E&��	�������25�����&��g�/./0�����1��������

� �����
(x0, y0)

./����1����+>/�AM ��%DC �NC � C M ��O41����	�����$O�7BM + O41����	�������R����#
�����3���Y5�����������1)��� �"��	3%$���8(*� 	����$�3���	�4�$���������2���!./���!�"�����@
3���	����#
5���
�7G������

(h, k)→ (0, 0)
CG������1����+(*�3�$�)���	�������	����M ��O81����	�����-C

��%$�	�@(*��� ����&��	���H����������1�5�����B� (*��������� �
m [!`@Z@[!n$] � ��� � ��� � �/./0�����1���������
3�;7+���� ��� �������-7	� ��
�����	�����!�

&��	�������@5�����&����/./0�����1������-7G�?./�������J� ��
�����	�����!���$������1��������	���Y&��	��#
��� �/./0�����1��������DCG(*�����)��
��������	�H��1�5���������H������������-C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ��������������� 6����������	� 
��?./���	� � ������������
������������
� � C ) C ) ./��
�������������������
 ��� �NC � C �H������������������
�C

���������������J���������4
��?./���8�Q�������$1)���������

ψ(x, y) =





1

x2 + y2
,

������
(x, y) 6= (0, 0),

0,
������

(x, y) = (0, 0)

M
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����
�������-7H���������	�� � ��
�����	�����!� �$������1��������	��� &��	����� �/./0�����1����
O = (0, 0)

./����1����+>/��,
ψ(h, k) − ψ(−h, k) = 0 = ψ(h, k) −

ψ(h,−k) C
ψ(x, y)
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���������
O

./����1����+>/�y./0�����1����	�����g� ������������
������������
ψ( 1

n
, 1
n
) = n2/n→ +∞ ��������5������������	��������������
�7�������

n→∞ C
d [!e!a d hDe$] � ��� � ����� ����� �������%$�������!�+7/�/./0�����1��������$�Q���H� ��
����#

�	�����!��&��	����� 5�����&��F�/./0�����1��������4(*�������:���)�$������� ���B�������B����5���������#
�	��
�1��������UM ��%DCs������������� �NC � C ��O�7N�$�)���	�J��
����	��� �H���u�������J�$������1�����#
���	�:�/./0�����1��������$���D,/��
����	��� ���W(*��
�����	3��
��������	���@�3%$���	���V����	�3%$����#
�����	7�������������� � � C ) C �?#L���@�$��%$�!�+C

� ����� � \I] � tDhDe!a m a�n![!`@Z@[ m [!`@Z@[!n$] c ��� hD[!_@`@k*]-j)[

, C + C � 7 �NC zqC � 7 �NC � C � 7 � � C ) C zq7 � � C ) C �y����������������������
I��� � � C zqC zA./��#

�������������������
:� ������������
������������H(*��������� �
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m [!`@Z@[!n$] � ����� ����� �����B���������	���2��������5������������	������
��-,-�"���B���g�?>N#

���!� �/./0�����1������ ← �/./0�����1������ ⇔ � ��
�����	�����!� 5����b%�������5�����&��
�/./0�����1������ ⇔ � ��
�����	�����!� &��	�������W5�����&����/./0�����1������ → � ��
�����	�3#
���!�V�$������1��������	��� &��	�������I�/./0�����1������ → �$������1��������	�H�/./0�����1������
→ � ��
�����	�����!� �$������1��������	�I�/./0�����1������-C

� ����� � f�] e!i+] wK[!kDa m � aDn![!_@Z@a c wKa�t c m p c Z@a c ��� hD[!_@`@k*]�\I]
� aDn![!_@Z@a c wKa c ��� hD[!_@`@k*]�� � � � � ���

�!�������!�+7
ϕ(x, y)

����
�������R� ��
3�$�?>/'����)���	���
p0 = (x0, y0) ∈ R2

./����1����	���Q�����������)(*�-CN(*����������'��B� (*��������� �I� ��
3�$�?>/'�����������
��-C

f�] e � ]-j � hDZI] � ����� ����� ϕ(x, y)
����
���������

x
i8hDwA] \@a m

[y
����	��#

���!�
]
� aDn![!_@Z@a c wA] \ t c m p c Z@a c ��� hD[!_@`@k*]

p0
./����1����+>/�Q
���( #


������J0��������	�
c > 0

�3���������������������

lim
h→0

|k|≤c|h|

[
ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 + k)

]
= 0

M
1
O

1����	�������H(*�3�$�)���	�������
[
0��������	�

l > 0
�3���������������������

lim
k→0

|h|≤l|k|

[
ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 + h, y0 − k)

]
= 0

M
2
O

1����	�������H(*�3�$�)���	�������
]
C

f�] e � ]-j � hDZI] � ����� ��� � ϕ(x, y) � c e!^!i8aDa � f�] e!i+] wK[!kDa m � a 	
n![!_@Z@a c wA] \Yt c m p c Z@a c ��� hD[!_@`@k*]

p0
./����1����+>/�;
���(*
������

ϕ(x, y)
#

���:�$������1��������	��� 5����b%������/./0�����1��������I����� ����
x
����	�����!�+7N���$�

y����	�����!�+C

� aDe$] \I] \@[!k*] � ����� ����� �b� ϕ(x, y)
����
�������+���������	����������	�����!�

�$������1��������	���9&��	�����U�/./0�����1����
p0

./����1����+>/��7�����(*��
;�����8���������;����	��#
���!���$������1��������	���u5����b%������W�/./0�����1��������y�������$�����H�������J��� �����+./���)#
1����+>/��CN(*�����)��
��������T�"����1)�J����� ���	�H���V�������DC
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\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ./��
����������������y6����������	�J
��?./���	�J��(*5��������-7�������� ��#

���K(*��>/')���������	� �����3(*�;>/'��������	���)�$��������������
�� ������������
������������8(*��>N#
')�������!�E>/'��������4���)�$���������IM ��CP�-CP�����3�$�����������	��>/� O)���8���!���81����	�����-C

./��
����������������y���������	
��?./���	���J�$�����8�G�$1�����������o� ��
�����%$���	�B�

v(x, y) =





x2

y
+
y2

x
,

������
x · y 6= 0,

0,
������

x · y = 0

M
3
O

����
�������-C����K����
�����������������E� ���������
x

����	�����!�T�$������1��������	��� 5��G#
�b%������E�/./0�����1������

O = (0, 0)
./����1����+>/��7	������� ��
��� 
��������$���������

c > 0
�3���������������������

∣∣v(h, k)− v(−h, k)
∣∣ =

∣∣∣h
2

k
+
k2

h
− (−h)2

k
− k2

−h
∣∣∣ =

=
2k2

|h| ≤ 2 c|k| → 0,
������ |k| ≤ c|h| ��� h→ 0.

���$�����

∣∣v(h, k)− v(h,−k)
∣∣ =

2h2

|k| ≤ 2 l|h| → 0,

������ |h| ≤ l|k| ��� k → 0.

��������� ���	7
v(x, y)
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���������
O

./����1����+>/�@�������A� ��
�����	�����!�u�$��#
����1��������	�I5����b%������@�/./0�����1��������K�������$�����-C

���������b�3%$�����-7
2k2/|h| (*� �"�������������+>/'��������8�����8������� O ./����1����8#

>/��7;������� ��
���o���B�=5�����&��
k = h

(*��� �b%$��������(*�R��� �
2|h| #L���<1����	���

�������!./���!�"������
3���	���$��5���
�7:������
h → 0

C+���������U5�����&��
h = k3

(*��� �b%$��������(*�U��� �
2/|k| #L���U1����	���g���U���!./���!�"�����

+∞ # �$5���
�7�������
k → 0

C
���$� �������:����� ���������������I� ���������

2h2/|k| (*� �"���������������������$���C����(*���$����������7
v(x, y)
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./����1����+>/�:����5��	�������	���Q���!���)#
�3���	�I����	�����!� �$������1��������	���u&��	�������@�/./0�����1��������y�������$�������DC
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� aDe$] \I] \@[!k*] � ����� ��� � �b�

ϕ(x, y)
����
���������E���������	�����A����	��#

���!�9�������8�$������1��������	��� 5����b%������8�/./0�����1��������:�������$�����
p0

./����1����8#
>/��7G����(*��
	��� �I���������4����	�����!� �$������1��������	���V�/./0�����1����I���	./����1����8#
>/��Cq(*�����)��
��������T�"����1)�J����� ���	�H���Y�������DC

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ./��
����������������<6����������	�K
��?./���	�K� ������������
������������
M ��O:���gM z O:1����	��������������
�7;�b����� 	������$����� � �����$��(*�����K5�����&��

k = 0���
h = 0

��
���(*��
����	���������H(*�3�$�����������$���	C
./��
����������������y���������	
��?./���	�����������K� ��������� �����

w(x, y) =





xy

(|x|+ |y|)2
,

������
(x, y) 6= (0, 0),

0,
������

(x, y) = (0, 0)

M
4
O

����
�������-7G�������	���J� ��
�����	�����!� �$������1��������	�@�/./0�����1������
O = (0, 0)./����1����+>/�4� ������������
������������

w(h, 0, )− w(−h, 0) = 0 = w(0, k)− w(0,−k)
1����	��������������
�C

��%$�	�V����	�����
��B�+7I�����
w(x, y)

����
�������
O

./����1����+>/� ����5��	�3#
�����	���U���!�����3���	�<����	�����!�X�$������1��������	��� 5����b%������R�/./0�����1��������
�������$�������DC

�����B���	���7
x
����	�������Q���������B� �$� � �����V��%$�������������������K� ���������

∣∣w(h, k)− w(−h, k)
∣∣ =

2 |h| · |k|
(|h|+ |k|)2

1����	�����-7����������	�� 1����	���
1/2

#L����5�����&��
k = h

(*��� �b%$��������(*�����
4/9

#L���D7�������
k = 2h

C�����(*���$����������7s���@����
�����������������K���o���)�$���������
M ��Os>/'��������-CP���$�����b��������
��������@M z Os>/'��������	�������)�$���������-C�./��
��������������
������1�5�����������	���-C

�����B���������	���I(*��������� �
m [!`@Z@[!n$] � ����� ����� ��������3���Y./����1����+>/�B�$������1��������	�:�/./0�����1��)#

���@���@� ��
�����	�����!� �$������1��������	���u5����b%������@�/./0�����1������I�������$���������
�������$�����������-C
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\I] n!_@tDaDi8[!k*] � �4��� ����	�����
��B�+7 �����;�$������1��������	�+�/./0�����1������4���)#
����3��� ./����1����+>/�<��� �?./��������� ��
�����	�����!� �$������1��������	��� 5����b%����
�/./0�����1��������DC

�����B���	���7 � � C ) C M ) OK1����	�����!� ��������3���	�
g(x, y)

����
�������g�$��#
����1��������	���u�/./0�����1����

O = (0, 0)
./����1����+>/��7"������� ��
���

g(h, k)−
g(−h,−k) = 0

CP����	�����
��B�+7 �����
g(x, y)

# �+���F�������	�$������1��������	��� 5��G#
�b%������B�/./0�����1�������� �������$�����-7-����� ���	�!�����

x
����	�����!�

O
./����1����+>/��C

� ���������
∣∣g(h, k)− g(−h, k)

∣∣ =
2 |h| · |k|
|h|2 + |k|21����	�����-7/���������	��

1
#L���J1����	���H5�����&��

k = h
(*��� �b%$��������(*�-C

��%$�	�A����	�����
��B�+7;�����I� ��
�����	�����!�o�$������1��������	���T5����b%������y�/.N#
0�����1������K���������	�����@./����1����+>/�I���=�?./�������A�$������1��������	��� �/./0�����1��)#
�����8���������;./����1����+>/��C$���;���?>/
��!�E� ��
�����%$���	�B� � � C + C M ) Os1����	�����!�E���)#
����3���	�

v(x, y)
����
�������-Cs�����A� ��
�����	�����!�u�$������1��������	���X5����b%������

�/./0�����1��������R�������$�����y�������
O

./����1����+>/��7"����� ������3�Q��5����W��
���%$� �+C
�����$���$������1��������	�2�/./0�����1����������������

O
./����1����+>/���$� � �������+
3���	���$5���


���!./���!�"�������3�

∣∣v(h, k)− v(−h,−k)
∣∣ = 2

∣∣∣k
2

h
+
h2

k

∣∣∣ M
5
O

�$����������7G������
(h, k)→ (0, 0)

CN�������H5��@����� ���	�I��� �������D7/������� ��
���
5�����&��

h = k2 (*��� �b%$��������(*�VM + OA1����	������� ����� �4����
����3%$���������������
� ���������

2|1 + k3| → 2 6= 0
7G������

k → 0
C
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v(x, y)
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������D7������+�$������1��������	�
�/./0�����1��������$���J���B�������B�b(*��
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ϕ(x, y)
����
���������$���$�)���	���

p0 = (x0, y0)./����1����	���y�����������)(*�-C
ϕ(x, y)
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�����������������
(x0, y)

./����1����+>/�4(*�3#
������� ��
��B�

x
����	�����!� �$������1��������	�

ϕ(x0 + h, y) − ϕ(x0 − h, y)
��?>/�����g���
y
����	�������F�3�9����
��������# ��%$���������E��'���
���(*
��B�

µ(y)
#L�!�+C

��%$�	�
µ(y)

#3�������R(*��������� ��
��B�T�$������1��������	�U
��?>/�����
y0

./����1����+>/��7
���������	�� �������

µ(y0 + k) − µ(y0 − k) = ϕ(x0 + h, y0 + k) −
−ϕ(x0 − h, y0 + k) − ϕ(x0 + h, y0 − k) + ϕ(x0 − h, y0 − k)

C�����#
'��������	�W� �����)�$��%����	�����@��'���
���(*
��B�

∆symϕ(p0; h, k)
�$���������	�B���@���

�����W���/./�����B� d [!Z@[ c wKa � aDn![!_@Z@a c wKa � pqh*] `@k*]
ϕ
����
�����������������

p0
./����1����+>/��C
����(*���$����������7

∆symϕ(p0; h, k) = ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 + k)−
− ϕ(x0 + h, y0 − k) + ϕ(x0 − h, y0 − k).
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f�] e � ]-j � hDZI] � ����� ����� ϕ(x, y)
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���������4��./��������� d [!Z@[ c w � a 	

n![!_@Z@a c wA] \ c ��� hD[!_@a
p0

./����1����+>/��7��b�g�$�)���	�������

lim
(h,k)→(0,0)

∆symϕ(p0; h, k) = 0
M
2
O

1����	�����-C

m [!`@Z@[!n$] � ����� ����� �b� ϕ(x, y)
����
�������Q�������K���������	�����W����	��#

���!�<�$������1��������	���F&��	�����U�/./0�����1��
p0

./����1����+>/��7$����(*��
;��� ��(*�����3���
�$������1��������	���V�/./0�����1����H���������	./����1����+>/��CG(*�����)��
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\I] n!_@tDaDi8[!k*] � �b� ϕ(x, y)
����
���������������

x
����	�����!� �$������1)#

�������	��� &��	����� �/./0�����1��
p0

./����1����+>/��72����(*��

∆symϕ(p0; h, k)

# (*�
./�������������Q��� �4�P���"�����!�V����'��������	�@(*��������� �

∆symϕ(p0; h, k) =
[
ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 + k)

]
−

−
[
ϕ(x0 + h, y0 − k)− ϕ(x0 − h, y0 − k)

]
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1����	�������u5�����������1)��� �"��	3%$���	����(*� ���B�������$�������	� ��%$�������������Y����#
./���!�"������
Q
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�7�������

(h, k) → (0, 0)
7;��Cb�-C

ϕ(x, y)
����
�������

(*�����3���o�$������1��������	���Y�/./0�����1����
p0

./����1����+>/��C
(*�����)��
��������	�I./��
��������������J������������-C/�����B���	���7

u(x, y) =





1

x
+

1

y
,

������
x · y 6= 0,

0,
������

x · y = 0

M
3
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�����������������	� ���������
∆symu((0, 0); h, k) = 0

1����	�����-7P��C$�-C
u(x, y)����
������� (*�����3��� �$������1��������	���Y�/./0�����1����

(0, 0)
./����1����+>/��C

��%$�	� ����	�����
��B�+7q�����
u(x, y)
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�������:�����������@���������	�����8����	��#
���!�+7!�!�������!�

x
����	�����!�+7��$������1��������	���F&��	�����U�/./0�����1��

(0, 0)
./���)#

1����+>/��C/�3�J� ������������
������������

∣∣u(h, k)−u(−h, k)
∣∣=

∣∣∣1
h

+
1

k
− 1

−h −
1

k

∣∣∣= 2

|h| → +∞, h→0

��������5������������	��������������
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���$�����8����	�����
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y
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m [!`@Z@[!n$] � ����� ��� � ϕ(x, y)
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���������	(*�����3���	�8�$������1��������	�+�/.N#
0�����1����������<�$������1��������	�<�/./0�����1������U���������

p0
./����1����+>/��7)���B����#

���B���������$���������J�������$�����������-C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ����� ���� ��5����g��
���%$� �+7QM ) O<1����	�����!� � ��
3�$�?>N#

'����)���	�
u(x, y)

����
�������g(*�����3��� �$������1��������	��� �/./0�����1����
(0, 0)./����1����+>/��C

��%$�	�K����	�����
��B�+7"�����@��� �����
u(x, y)

����
�������Q��� �������K�$������1�����#
���	��� �/./0�����1��

(0, 0)
./����1����+>/��C��3�J� ������������
������������

∣∣u(h, k)− u(−h,−k)
∣∣ = 2

∣∣∣1
h

+
1

k

∣∣∣
1����	����������
�7$�������	���8����� �4����
��B�3%$�����;���g���!./���!�"�����+
3���	���$5���
�7����)#
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(h, k)→ (0, 0)
C
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v(x, y) =





1

xy
,

������
x · y 6= 0,

0,
������

x · y = 0
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�������-7D�������	���:�$������1��������	�4�/./0�����1������
(0, 0)

./����1����+>/�8� �������3#
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v(h, k) − v(−h − k) = 0
1����	����������
�C4���������g�����)�

∆symv((0, 0); h, k) = 4/hk
��� ���!./���!�"����� 
3���	���$5���
�7Y������

(h, k)→ (0, 0)
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m [!`@Z@[!n$] � ����� � � � �b� ϕ(x, y)
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�������K�"���B��� �?>/���!�o�/./0����3#

1����R���������
p0

./����1����+>/��7)����(*��
Q��� �K(*�����3��� �$������1��������	������o�/.N#
0�����1����I���������4./����1����+>/��CN(*�����)��
������!�Y5��I�����-C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � � � C �NC M ��O21����	�������Q����� �4����
��I�3%$�������y���!�����3���	�
(*�3�$��5��������	���������$������
���(*
������!�F�������?./�����B�F���!���E�$1���������
����4�����$�?.N#
0�����(*�-CD���!�����3���	�4�3�	�$1���������
��8(*���������$�B�F�$� � ����� ./�����������!� , C zqC M ) O1����	������������%$�������!�+C80������	�E��������1��������	�9./�������U��
����E��������5��	�B�+7
s%$�������-C$���!�����3���	��(*�����$�������	���$1���������
��B���!./���!�"�����8
3���	���$5���
�7����)#
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(h, k)→ (0, 0)
7-������� ��
���

ϕ(x, y)
�������W�"���B��� �?>/���!�F�/./0�����1��

p0
./����1����+>/��C/0������	�H������	���
����	�I./��������� �4�����H5��I
3���	���-C
(*�����)��
��������	�R��1�5��������������������������R����	�����
��B� � � C �NC M ) OW1����	�)#

���!����������3���	�
u(x, y)

����
�����������������DCN�3�@����
�������4������� (*�����3���V�$��#
����1��������	���F�/./0�����1��

(0, 0)
./����1����+>/��7 ����� ����R��5�������
���%$� �+C ��%$�	�

����	�����
��B�+7D�����
u(x, y)

�����������@�"���B�����?>/���!���/./0�����1��
(0, 0)

./���)#
1����+>/��C*�����B���	���7

u(x, y)
� ��
�����	�����!��5�����&����/./0�����1����

(0, 0)
./���)#

1����+>/�
u(x, 0) = u(0, 0) = u(0, y)

1����	�����������g� �����	C��b�
u(x, y)����
����������Q�"���B���o�?>/���!�Y�/./0�����1��

(0, 0)
./����1����+>/��7s����(*��
 ��� �I�/.N#

0�����1���A����
����������2���������;./����1����+>/��7P������������� , C �NC �?#L���8&����	�!�+C������ �����
u(x, y)

����
���������H./0�����1����	�����
(0, 0)

./����1����+>/�4��(*5��������-Cs�������������
������1�5�����������	���-C
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d [!\@[!f�a � ����� ����� ϕ(x, y)
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��������� �/./0�����1������

p0
./����1����+>/�
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§ � � ��� c e!^!i8aDa � e$]Ppq[!hDZI] \ c ��� hD[!_@`@kDa � � ] tDn$] Z@a � a
v aDZ@`@kD[!kDa � �

� �����
	�����
@��5����Q� ������
����A�����������	�<����	�������g����
���������<>/����������
 � �����3#

��������
�����������3���Y./����1����+>/�2
���%$���������)�/./0�����1��������I�
������QM ��%DC � C � ��O�C
�/./0�����1��������I(*�3�$��%$���@���3# ) ���@���3# �J6�������� ���!�"����(*�@����'��������	�W(*������� �3#
�����A�$�!����&������+>/��7;��%$�	�K�$��( �����	�����R� ����&��	�����K�$���$�)���	�<����
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���%$���������)�/./0�����1��������J�$��5����������$�J6��������������-C

� � ����� n!ZI] h*] wKi8hDwA] \@a �
� c e!^!i8aDa � d [!n m pqhD[!h*]

�!�������!�+7
x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) ∈ Rn ./����1����	���

U(x0)
�����������)(*�

� ��
3�$�?>/'����)���	���<�$���$�)���	�
f(x)

7
x = (x1, . . . , xn) ∈ U(x0)
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������-C

� ��
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��B�
f
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��!� (*����������'��B�
>/��� �����B���I�
������-C

f�] e � ]-j � hDZI] � � ��������� f(x)
����
���������K��./���������

xk
i8hDwA] \@a m

j)[!n!`@\I] e � ��������������
�� r!wKaD[!Z e$]Ppq[!hDZI] \ c ��� hD[!_@a
x0 ./����1����+>/��7
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lim
x→x0

[
f(x)− f(x(x0

k))
]

= 0
M
1
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lim
x→x0

[
f(x)− f(x(x0

k))
]

= 0
M
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1����	������� CB����� ���� ��5����A������!� M ��%DC8zqC � C M ��OH�$���������	�2O
x(x0

k)
#L�!�
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���(*
3���	���J���J./����1����	�-7����������	���������'������
x
# �$� ��
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xk = x0
k	����$���!�+C
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f(x)
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f(x)− f(x0) =
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f(x)− f(x(x0

1))
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f(x0(xn))− f(x0)
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lim
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[
f(x)− f(x0)

]
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+
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�����������������������������
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x0 ./����1����+>/�y��� �?./�������D7
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��J����
3#
������+(*�3�$��&��	���4./0�����1����	��F5��:��0��)� ���B./����1����+>/��C*���$� ���������W������� } #
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3�$��5��������������	�Q��
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����	�������Q� �����	C

m [!`@Z@[!n$] M�� �Dz,� 7 § * O � 0��������	�<�����������!���
µ < 1

����s%$�������������
���)�$���������

K =
{
(x1, x2) : 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1

} 5�����������1�>/�
� ��
3�$�?>/'����)���	�

F (x1, x2)
����
�������-7G���������	�� ./0�����1����	���

µ2 >/�������
����1�0����

E ⊂ K
�$�����������	��>/�	���

K
# �W0��������u(*��� �:./����1����+>/�85�� �����

�������J0������	�H����� ���J5�����&��V./���������������	�H����� ����
x1
#L�!�+7/���$�

x2
#L�!�+C

5�����&����	7����
F (x1, x2)

����
�����������������
gradF (x1, x2)

�$���$�)���	���
�����������	�J./����1����	���K�����������)(*�-7������ ����� ���4./����1����	���?>/�

F (x1, x2)
# �

���!�"������
�������	�I���Y�������DC
���A�"����1����9�������	�?>/�������F���B���

(0, 0)
./����1����	�����������F./�����������)#

� ��
3�

µ(x1, x2) =





x2
1 · x2

x2
1 + x2

2

,
������

x2
1 + x2

2 > 0,

0,
������

x1 = 0 = x2

����
�������AM ��%DCG./��
�������������� ) C * C �y���������B�BO�C
(*���������G7)����
�������A(*�3�$��&��	�������	���U���!�"������
������������������0��)�g���������

(x0
1, x

0
2)

./����1����+>/��7N����� �����8���2./����1����	���I0��������u�����
�1����������������)#
(*�<���)�$�����������3�g./����1����	�����-7��������	���?>/�� �����g� ����������
�1)�g�?>/�������
�������DC/������1����4�3�J� ����������
�1��@�/./0�����1��I�������H���+./����1����+>/��C����$� �����

g(x1, x2) =




x1x2 sin

1

x1x2

,
������

x1 · x2 6= 0,

0,
������

x1 · x2 = 0

����
�������AM ��%DCG./��
�������������� ) C * C + ���������B�BO�C
���"��� ����1����7P(*�3�$��&��	���:����
�������+���!�"������
���������������4��0��)� ���������

x0 ./����1����+>/�H���K���������H�����)�R./0�����1����	�R��0��)�
x0 #L���K�����
�1����=����#

�������)�J0�������� ./����1����+>/�QM ��%DCG./��
���������������
�� ) C * C z � ) C * C * ���������B�BO�C
�������E%$��
�����5������ ���������
��������	�-7	�����

grad f(x)
#L���F�/./0�����1��)#

���
x0 = (x0

1, . . . , x
0
n)

./����1����+>/�Q�������
f(x1, . . . , xn)

����
���������
x0
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�	���J�����$���	�J6�������� ���!�"����(*�I� ������
��?./���	�������	���H(*��������� 
����������	C
§ � C-����� ������������3���	���	���B���	����	������� ����
���������	./���������������4����
����5�����(*�����������	�H>/��� �����B���W�$��5��!�b%$�-C
§ zqCB���A� ��
3%$���8���	���9�����������	����	������� ���!�"������
���������������9����
3#

��������J���	������
�1����)���	�J�������$������
��-C
§ ) C f ����
�����������������4(*������'��������	���	5����b%������4� ����������
�1����:�
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���E&������!�������E(*������� �E���$� �����-,
f
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���������F5����b%������F� ����������
�1����
�$���$�)���	�����

x0 ./����1����+>/�+�������@��������	�������	�W���4�$��5����������$�@6����������
�������$�-7������	���:����
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���������
���(*��
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f
#L���K���!�"������
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x0 # >/��Cq(*�����)��
��������	�H��1�5���������H������������-C
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x0 ./���)#
1����+>/���?./�������

f
#3�������+�$���$�)���	�:&��	�������	� ����������
�1����:���)�$�����������

x0 #
>/��Cq(*�����)��
��������	�H��1�5���������H������������-C
§ + C������U����	�������9����
�����������������9���!�"������
�������	���E���)�$�����������

��������	�������	�����A�$��5����������$�U6�������������� M ��%DC�������������� ) C + C ) ���������B�BO
����5��)(*��#L��������
����85��	���$��5������86����������-7��$��( �����	�������	��&��	��������
"(*��������� �

Dx̂ F (z0) + iDŷ F (z0) = 0
M ∗ O

���B���U1����	�������g�$��%$�!� 	�����������0����	�����B� �
��������	�g��������	�������	�E���
�$��5����������$�I6����������I�������$�-7/�����+���B���

z
5�����6��	���3�������H����	�������H5����3#

6��	���3�����
F (z)

����
���������
z0

./����1����+>/�<S�����
����3�E�$���$�)���	�
F ′(z0)./���������������	�-C

5�����6��	���3�������H����
���������I./���������������	���J�
��������
n
#L� ��
�>/�������	��������


� ��
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n
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C
n #L���!�"������
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������-72�����$�� � ����&�
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������-Cs���@������1�5�����������	���K������3#
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���������������������8��������	�������	�2�����$��5���������#
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A(*����������'��B� ���!���U(*�3�$��1�0������$�9����8#
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��@S���������
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����	�?>/���H���������$��5��!�b%�(*�
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�$�����!� ����
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�������	�-7
�$������1��������	� &��	��������5�����&�� ./���������������	�-7:�$������1��������	� 5����b%������
5�����&�� ./���������������	�J���I������� ��
����	���H���!� (*�������J5�����(*�����-C
§ � C������H����	�������A����
���������Q���!�"������
���������������������y��������	�����3#

�	�<���A�$��5����������$�U6��������������U������������� ) C + C ) #L���R�$��%$�!� M ��%DC ) C + �����3#
���B�BO�7;�$��( �����	�������9��&��	��������
K��������	��������
��E����
�����������������g������� �3#

���� ����
����U�"���B���X�?>/���!�=>/�����9M ���������$OI���!�"������
�������	������������3���
./����1����+>/�4���)�$�����������y6��������������-C

§ ��� [!Z m agi8hDwA] \@a �
� c e!^!i8aDa � � ] Z@n!`@[!k c wKa � d [ � ]Ppq[!k

������� � ] Z@n!`@[!k c wKa � i8e![!kDa � d [ � ]Ppq[!k
�!�������!�+7

x0 ∈ R
./����1����	���

δ
#L�����������)(*�

(x0 − δ, x0 + δ)
7
δ > 0

7
� ��
3�$�?>/'����)���	���F�$���$�)���	��
���(*��
����	������������
��

y = f(x)
7
x ∈ (x0 −

δ, x0 + δ)
7
y ∈ R

7�����
�������-C
x0
# �:
��������$����������� ��������
�� � �B����������
�������������

h 6=0

��?>/�����-7*�����

x0 + h
./����1����	�@��5�������
������3�

(x0− δ, x0 + δ)
��
�1����������8�DC

x0
#L���I���

h

��?>/���)� (*���3�$�������������

y = f(x)
����
���������

∆y = f(x0 +h)− f(x0)
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h
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./����1����	�J�"���3�$�����������	���$O

∆y

h
=
f(x0 + h)− f(x0)

h

M
1
O

����
�������J� ��
3�$�?>/'����)���	���Q�$��5����������$��� ��������W0������	�
h 6= 0
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��3#
�	���������������DC

�b��M ��O�(*� �"�������������I�������@�$���$�)���	�@��
+
���(*
�����
�� �G�$���$�)���	�XM ��CN�-C
+∞ ��
 −∞ O4>/'��������-7�������

h → 0
7s����(*��
W��� >/'������)�R��./���������

f
� c e!^!i8aDa � � ] Z@n!`@[!k c wKa
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./����1����+>/�J���R��'���
���(*
������

f ′(x0)
��


y′(x0)
�$���������	�������!�+C���������� ���	7

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

M
2
O

f ′(x0)
#L���I�$���$�)���	�������J(*��� �b%$��������(*�<M z O81����	�����H
���(*
������J0������3#

�	�
ε > 0

����s%$�������������U���$� ���A�����������!���
δ = δ(x0, ε, f)

����s%$�����
���)�$�����������D7������

∣∣∣f(x0 + h)− f(x0)

h
− f ′(x0)

∣∣∣ < ε
M
3
O

��1����	�����@�$�)���	�������
0 < |h| < δ

�������$�������y������
��	0������	�
h
#3�������DC

f ′(x0)
#L���9���)�$�����������9(*��� �b%$��������(*�

f
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���������9��./��������� � ] Z 	

n!`@[!k*] \@a
x0

./����1����+>/��7)%$���	� �����!�
x0

./����1����8�E5��
f
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����D7B������g��� �
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A
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�����
��<�G�$���$�)���	�	72��./���������

f
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���������

f�] � ] Z@n!`@[!k*]
x0

./����1����+>/��C
./���������������	���W�$���������	��5����@(*�3�$��%$��� ���)�$���������W(*��������� �+(*� ����
3%$���3#
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��?./�����
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f
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3a
./����1����+>/��C

�b��5��J����
�1������3�$���!�
x → f(3x)

����
���������J./���������������	�
x = a

./���)#
1����+>/��7/����(*��
	./������


(f(3x))′(a)
CG���$�4������7

(f(3x))′(a) = 3f ′(3a)
C

d [!e!a d hDe$] ����������� �$���$�)���	�I./���������������	���Q�������)�$���������H
���(*
������D7
M ��O+(*� �"���������������������

+∞ #L���y��
 −∞ #L���K1����	�Q>/'��������A���)�$�����������
��
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���������	�������	�$����#
�)���	�W��
8
���(*
�����
��:�G�$���$�)���	� ./���������������	���K� ����������s%$�����I�3%$���	���



����� ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

���4(*��� �b%$���������D7s�������M ��O8(*� �"�������������Q>/'��������Q��� �������DC�� �����B���������
(*������5��	������� ���?>/
��!�+7P(*���������P(*�+����1�0����!� ������
���������:�������	�$���$�)���	�:��

�G�$���$�)���	�=./���������������	���GC;� �������K�������$�-7�� �����B������� ������
�������Q./���)#
�����������������I��
3�;7 ����g��� �������-7 ������
���������4�������:./���������������	���H
���(*
������D7
�����	���:����
���������J�������I�$���$�)���	�J��
+�G�$���$�)���	�Y./���������������	�-C

����� � m a m ` � [!Z@_@aDwyj)[ � ] Z@n!`@[!k*] \@a
� c e!^!i8aD[!kDag\I]

� ] Z@n!`@[!k c wKa � ��� hD[!_@aDwK`@k*]
n$] f�] wKa m a ����� ����� p > 1

����s%$�����H(*�3�$�����������

ϕ(t) =

{
|t|p, ������

t
���������
����8�������

,

0,
������

t
�����������
����8������� M

1
O

����
���������y�$���$�)���	�A./���������������	�A�������<�3%$���	��� �/./0�����1��������
t = 0./����1����+>/��7N%$���	�u0������	�W��%$���I./����1����+>/�:���H./0�����1����	���-C

�!�������!�+7
a 6= 0


��������$���������<./����1����	���
t = 0

./����1����	���������
3#
1���� ����������������
H���K����	�����
��B�

ϕ(t)
����
���������A./0�����1����	�����

a
./���)#

1����+>/��C)������� ��

a 6= 0

7b������1���� |a| > 0
���R������'��B�

a
./����1����	���


��������$�����������=��������
δ
#L�����������

(a − δ, a + δ)
7��$������

0 < δ < 1
2
|a| C���4�����������)�H�G�$���$�)���	���o�������Y./����1����+>/��7��������	���������5���������������

a./����1����	���$5���
�7

ϕ
����
�������J��'������A����� ���� 
3���	������
@��
���(*��
����	�������D7

���$� 1
2
|a|p # >/�+����1V��
���(*��
����	�������DC/������1����

a
./����1����4����
4
��������$�����������

��%$�	�)��0��������4�������U������&�����
������R�����A./����1����	�-7b�������	���?>/��
ϕ

����
3#
��������K��
���(*��
����	�����!���Q(*�������y��%$�����������R�����$���8��1)�����A��
���(*��
����	�����
����1���� 1

2
|a|p # >/��CG�3�J�?./�������

ϕ
����
���������H./0�����1����	�������

a
./����1����+>/��C

��%$�	�
ϕ(0) = 0

1����	�������Q� �!�������	���!./��
������!�o����������� ��
��B�+7/�����

ϕ′(0) = 0,
M
2
O

�$��������
����725�����&����	7B� ������������
������������
ϕ

����
���������g�/./����1������E�3%$�)#
�	���Y
3���	������
	./����1����+>/��C

h 6= 0
��
���(*��
����	�������������������K� ���������

ϕ(0 + h)− ϕ(0)

h
=
ϕ(h)

h
=



§
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� ��� �

=

{
|h|p/h ������
3���	������
��J���������
����8�����

h
#3�������

,

0
�����������
����8�����

h
#3�������

.

������U���������
����8�����
h > 0

7�����(*��
 |h|p/h = hp/h = hp−1 CB���)#
��K���������
����8�����

h < 0
7;����(*��
 |h|p/h = |h|p/(−|h|) = −|h|p−1 C

����(*���$����������7 	�����
 �������	�$����
�1������3�$��(*� �"�����������	��
�
3���	���-7D��
����!./���!��#
�����K
3���	���$5���
�7"������� ��
���

p − 1 > 0
Cs�����!� M z O41����	�����y������1�5�����3#

�����	���-C

n$] f�] wKa m a ����� ��� � 0������	� ��
+�/./0�����1

ψ(t) = |t|, −∞ < t < +∞ M
3
O

����
��������� ./���������������	�@��� �������
t = 0

./����1����+>/�+���	�$���$�)���	�W./���)#
�����������	�I�������Q0������	�W��%$���

t 6= 0
./����1����+>/�QM 
���%DC ��O�C

�����B���	���7
ψ′(0)

#L���H�������)�$���������J� ������������
������������

ψ(h)− ψ(0)

h
=
ψ(h)

h
=

{
1

�����������!���
h
#3�������

,

−1
������0��B�"�!���

h
#3������� M

4
O

��������5������������	��������������
�C

0
t

)(ty
||)( tt =y


���%DC � C

ψ(t) =

{
t,

������
t > 0,

−t, ������
t < 0

M
5
O



��� � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

��������5������������	��������������
25��	� ������������
������������
ψ′(t)

# �+�$���$�)���	�����40����3#
�	�

t 6= 0
./����1����+>/�4���

ψ′(t) =

{
1,

������
t ∈ (0,+∞),

−1,
������

t ∈ (−∞, 0).

M
6
O

n$] f�] wKa m a ����� � � � µ(t) = |t|p 7 p > 1
7 −∞ < t < +∞ 7;����
3#

��������	0������	� ��
b./���������������������	��� ��
��������2./��
����4�3�$� �����$���	C-�����B���	���7

µ(h)− µ(0)

h
=
µ(h)

h
=
|h|p
h

=
hp

h
= hp−1 → 0,

������
h→ 0+

���

µ(h)− µ(0)

h
=
|h|p
h

=
|h|p
−|h| = −|h|p−1 → 0,

������
h→ 0− .

������1����
µ′(0) = 0.

M
7
O

t 6= 0
��
���(*��
����	�������������������9� ���������

µ(t) = tp
7�������

t > 0
���

µ(t) = (−t)p 7������� t < 0
C�������1����

µ′(t) = ptp−1 = p|t|p−1 7�������
t > 0

���
µ′(t) = p(−t)p−1 · (−1) = −p(−t)p−1 = −p|t|p−1 7����)#

��
t < 0

C;����������
H���9M , O@1����	����������
J� ������������
������������D7)�����
µ(t)����
���������@�$���$�)���	�H./���������������	�H�������Q0������	� ��
4��� ∗

µ′(t) = p · |t|p−1 · sign t, −∞ < t < +∞. M
8
O

(*����
���(*
��B�+7 �����
µ′(0)

#L��� � �����)�$�!�����	���	��� ����� � ����������0���
����!�
x = |t| � ������������
����D7�������� ��
���R���E���)�$���������

(|t|)′(0)
C!���;� ������������
����

∗ ��������$���&1� t 
$�&1�����%(�(������	��� � ����2�
��� � ��� ����� � ����2�
��� � sign t 
������	(�������$��0� �
&1���

sign t =





1, ����
� t > 0,

0, ����
� t = 0,

−1, ����
� t < 0,

���	� sign t =





t

|t| ,
����
� t 6= 0,

0, ����
� t = 0

����&1��"���"���. +



§
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� ��� �

� ������0���
������@(*����&��	�����
t 6= 0

��
���(*��
����	�������������������FM ��%DC)M �DO	1����	�����$O
���I��������'����!�V���+(*��� �b%$�����������������J��5����:��'�
���(*
3��� (*�������P�DC

n$] f�] wKa m a ����� ��� � M ��O;1����	�����!�F��������3���	�
ϕ(t)

����
���������4��
���#
�	��� �������H�������$�����������$�

ν(t) =

{
t2

���������
����8�����
t
#3�������

,

−t2 �����������
����8�����
t
#3������� M

9
O

���

g(t) =

{
0

���������
����8�����
t
#3�������

,

t2
�����������
����8�����

t
#3������� M

10
O

����
�����������-C
n$] f�] wKa m a ����� ��� �

λ(t) =




t sin

1

t
,

������
t 6= 0,

0,
������

t = 0

M
11

O

����
������� �/./0�����1����
(−∞,+∞)

# >/��7N./�������������������J0������	�
t 6= 0

./���)#
1����+>/�4���I���Y���)�$���������

λ′(0)
./���������������	�-C��3�J� ������������
������������

λ(h)− λ(0)

h
= sin

1

h1����	����������
�7@�������	���u����� �4����
�� �3%$�����3�V>/'�������� ��� �������D7@������
h→ 0

C
n$] f�] wKa m a ����� ��� � ω(t) = t|t| ����
�����������������Q� ���������

ω(t) =

{
t2,

������
t > 0,

−t2, ������
t < 0.

M
12

O

������1����

ω′(t) =

{
2t,

������
t ∈ (0,+∞),

−2t,
������

t ∈ (−∞, 0).



��� � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

./���������������	��� �G( �����	��� �����B�����	�!��5��4������'������
ω′(0) = 0

1����	�����-C
����(*���$����������7

ω′(t) =

{
2t,

������
t ≥ 0,

−2t,
������

t < 0.

M
13

O

(*����
���(*
��B�+7$�����
(t|t|)′(0)

#L���8� �����)�$�!�����	���	���F�����E� ����������0���
����!�
�	������
�������

(uv)′ = u′v + uv′
�"�����3���	���D7	������� ��
���

(|t|)′(0) =
ψ′(0)

���Y���)�$���������UM ��%DC������ ���	�!��� � C zqC z O�C
n$] f�] wKa m a ����� ��� � ��%$�	�:� ��
�����%$���	�B���G�$���$�)���	��./���������������	���

������
��
u(t) = 3

√
t
����
�������-C2� ���������YM 3

√
h/h

(*� �"�������������F�8�/./�������
� �����2O

lim
h→0

u(h)− u(0)

h
= lim

h→0

3
√
h

h
= lim

h→0+

1
3
√
h2

= +∞.
����(*���$���������QM 
���%DC z O�7

u′(0) = +∞. M
14

O

0

u t( )

t

3)( ttu =


���%DCsz
M ��O�7bM |DO+���RM �${DO81����	���������!�u� ��
3�$�?>/'����)���	�y����
�����������I����� ����#


���(*
�������
	�����?>/��7������
f ′(t0)

���
f ′(t)|t=t0

	���
��?./���������@��%$����������%$���J��
3#
�"��������������W����1������������	���-7D�$�?>/��� �������	Cq6����������	� 	���
��?./����� 
���(*
������D7
�����

f(t)
����
��������� ./���������������	�:�G( �����	������� � �����B�����	���	�

t0
./���)#

1����+>/��C���������� 	���
��?./�����K����� ����
���(*
������D7������
f

����
���������
t0

./����1���#
�	��� ���������E�����������)� 0�������� ./����1����+>/�E���������$���$�)���	�

f ′(t)
./���)#

�����������	�����A(*���������9�������g� �����B�����	���	�U���J./���������������	��#3����
���������



§
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� �����

��
���(*��
����	�����
t = t0

./����1����+>/��C8M ��O�7BM |DO ���EM �${DO 1����	���������!�X���)#
����3���	�H����
���������������������Q�?>/���I���Y�������H�!./�������Y��������� 	���
��?./���)�DC

n$] f�] wKa m a ����� ��� � (*�3�$��&��	�������	���g����
���������<�$���$�)���	��./���������3#
�����	�IS�����
����3�J���������

t0
./����1����	���Q�����������)(*�I���@���������4�����)�D7G./���)#

�����������8�Q>/'��������Q���uS�����
����3�K�����!�
t0

./����1����+>/��C/�$�!����
������ ����
3#
��������

v(t) =




t2 sin

1

t
,

������
t 6= 0,

0,
������

t = 0,

M
15

O

�������	�����������$��

v′(t) = 2 t sin
1

t
− cos

1

t
, t 6= 0.

M
16

O
./���������������	���y� ��
3�$�?>/'��������y����
���%$�����

v′(0) = lim
h→0

v(h)

h
= lim

h→0
h sin

1

h
= 0,

M
17

O

������� ��
���
sin 1

h

�������������	�g(*�����)�$�?>/'����)���	���F
3���	���E�����
�1���� ����#
�������)(*�-C

M � �DOB1����	����������
 	���
3�D7N�����
v′(t)

./���������������8�H>/'��������@��� �������
t = 0

./����1����+>/��7/������
t→ 0

M ������� ��
���
cos 1

t

# �H���V�������I�$� � �����
>/'��������	���

t sin 1
t

#L���	>/'��������	5��	
3���	���$O�C ������1����
v′(t)

./���������������	�
./0�����1����	�J����
���������

t = 0
./����1����+>/��C

����y(*���3%$������>/������� ��
3%$���8���
u(t)= 3

√
t
����
���������D7!�������������+� ���������

lim
t→0

u′(t) = +∞ = u′(0).
M
18

O

����(*���$����������7
u′(t)

./���������������	��X./0�����1����	�9����
���������
t = 0

./���)#
1����+>/��C

n$] f�] wKa m a ����� ��� �

w(t) =




t2 sin

1

t2
,

������
t 6= 0,

0,
������

t = 0

M
19

O



��� � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

����
�����������������
w′(0) = 0

���I0������	�
t 6= 0

./����1����+>/�:�����$�W�$���$�)���	�

w′(t) = 2 t sin
1

t2
− 2

t
cos

1

t2
, t 6= 0,

M
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O

./���������������	�W��� ������� (*�����)�$�?>/'����)���	�
t = 0

./����1����	���I�����������)(*�-C
��������� ���	7

w′(t)
./���������������	�H./0�����1����	���

t = 0
./����1����+>/��C

d [!e!a d hDe$] ����� ����� ����� ���� ��
���%$� �+7:��
�1����������+>/�g./�����������������
����
���������H./���������������	�@(*����&��	�����I./0�����1����	�J��0��)�J����	5��3���=./����1���#
�	���?>/��C����$� ���������

u′(t)
7
v′(t)

���
w′(t)

./���������������	�����
t = 0

./���)#
1����+>/��C

�!�������!�+7
ϕ(t)

����
�������H�/./0�����1����
[a, b]

�$��� ����
�1�>/� ∗ ���H�$���$�)���	�
./���������������	�@�������

(a, b)
# �@0������	�W./����1����+>/��CG����(*��


ϕ′(t)
./�������������G#

�	��#3����
�������:��� (*����&��	�����:./0�����1����	� ��0��)�
(a, b)

# �W0������	�:./����1����+>/��C
���"��� >N�G�$1����	,

ϕ′(t)
./���������������	�����/./0�����1�������� ./����1����4���E�$���3#

�������	�A0������	� ��
A��5������������
(a, b)

# >/��C��3�E� ������������
�������������������� } #L���
�������������@zqC �NC z$#L����
8�������I� �!�������	���!./��
������!�+7������

ϕ′(t)
./���������������	�

�������I�/./0�����1��
ϕn(t) = n[ϕ(t+ 1

n
)− ϕ(t)]

����
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���$�	./��������� ������� �����
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��������
���	��&1��� [a, b] (������������ �,� 
���� ����� ϕ� ����2�
���%( ����� ��$�����&1��"������ [a, b] � ( ��������. ������"������ * ��������&1��"��,� 
P. ����� �%(���.0� ����� � �
$�����&1��"������ ���%(1����� ������� 
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 ϕ � ��� �
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���%( � *�� $�������"�� [a, b] (������������ �,�J��� ������$%( ϕ � ( � *�� $�������"��%( [a, b] � ( � $���&1� �������* ��������&��,� ��� a * ��������&��,� ����� � $���������� � *�� $�������"��%(�
 !���&1� b * ��������&��,� ���
������
 !������������ *�� $�������"��%( � ���P��&1�%(�!�����"�� 
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 � ��$���& .0$��%(�
1����� a < b �9+
��� ���%(���������� 
 ϕ � ����2�
���%(=� *�� $�������"�� a * ��������&��,� ��� ������$%( ϕ � ( �	!���&1���'����� �
� $���������� � *�� $�������"��%( a � �,��+H�%(���$�� 
 ϕ � ����2�
���%(B� *�� $�������"�� b * ��������&��,� ��� ������$%(
���%( ������
 !����������1� *�� $�������"��%( b � �,��+
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x0 ∈ R
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(x0 − δ, x0 + δ)
7
δ > 0

7;�����������)(*�A� ��
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y = f(x)
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x0
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∆y = f(x0 + h)− f(x0)
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x0
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h
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f(x0 + h)− f(x0) = A · h+ h · α(x0, h), h 6= 0,
M
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h
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x0
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f
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h
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α(x0, h)
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h = 0
./����1����+>/��,

lim
h→0

α(x0, h) = 0.
M
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α(x0, h)
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h
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h = 0
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h = 0
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5��
α(x0, h)
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α(x0, h) =
f(x0 + h)− f(x0)

h
− A, h 6= 0.
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h → 0
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h = 0
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lim
h→0

[
f(x0 + h)− f(x0)

]
= 0.
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f(x0)
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h
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lim
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f(x0 + h) = f(x0).
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h = 0
./����1����+>/�B���$� ���+(*�3�!./���������!� ����'��������	�:��%$���	�

α∗(x0, h)����
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h = 0
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h = 0
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���$������	�������	�H./0�����1����H./����1����	�

α(x0, h)
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lim
h→0

α(x0, h) = 0 = α(x0, 0).
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h = 0
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f ′(x0)
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\I] n!_@tDaDi8[!k*] � f ����
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x0
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A

����s%$�������������DC:���
1����	�������H���������+�3%$�������

h
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(h 6= 0)
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h→ 0
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f ′(x0) = A
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f ′(x0)
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α(x0, h) =




f(x0 + h)− f(x0)

h
− f ′(x0),
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h 6= 0,

0,
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h = 0
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f ′(x0)
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��B�3%$�������������2�$����#
�)���	�������$���D7

d(u± v) = (u± v)′dx = u′dx± v′dx = du± dv, M
3
O

d(uv) = (uv)′dx = (uv′ + vu′)dx = u dv + v du,
M
4
O

d
(u
v

)
=

(u
v

)′
dx =

v du− u dv
v2

, v 6= 0.
M
5
O

� aDe$] \I] \@[!k*] ����� ��� � �b� f ′(x) 6= 0
7G����(*��


lim
∆x→0

∆y

dy
= 1.

M
6
O



� ��� ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � � ���������H(*��������� �@��������5������������	������
��

lim
∆x→0

∆y

dy
= lim

∆x→0

∆y

f ′(x)dx
= lim

∆x→0

f ′(x)∆x + α(x,∆x) ·∆x
f ′(x)dx

=

= lim
∆x→0

(
1 +

α(x,∆x)

f ′(x)

)
= 1.

����(*���$����������7
∆y/dy

(*� �"�����������W(*����&��	�����I
��������$���������W�$�?>N�G�$1��!�
����������%$�	�����B� �?# �D7*�b�

∆x
�$��5����������$���V��%$�	�)�$���W
3���4����
�C*��������� ���	7

� ����������������%$�	�������!��� ∆y
dy
≈ 1

1����	�����-72�$��������
���
∆y ≈ dy

��
3�
f(x+ ∆x)− f(x) ≈ f ′(x)∆x

C���������� ���	7

f(x + ∆x) ≈ f(x) + f ′(x)∆x.
M
7
O

�b� �
��������	���
f(x)

��
���(*��
����	�����-7)�����P������
�1����
∆x


��?>/�����R���<�b�
α(x,∆x) · ∆x 
������������	� ����0��B�"����� �����$��(*������� ����������	�������V�$�?>N#
'���������(*�-72����(*��
FM , Oy��������5������������	�����!� � �������!�����	�����

f
����
���������

������%$�	�������!���J��
���(*��
����	�����
x+ ∆x

./����1����+>/��C

����� � wA] f�ZI] e���a �
�
`@Z@n c wKa � d [ � ]Ppq[!k

��� ���!�"������
�������8��������'�����s%$�����9���B�b#L���B���A����
���(*��
����	������
��3�$�
�"�����3���	���g�	��� ����
�� � ���9(*��������� �g�"�����3���	�g��
3�;7B����X��� �������-7��$����#
�)���	�K
��?>/�������<�"�����3���	� ∗ 7"�������	���R���)�$�K� ������������3���	���Q(*��������� �
�������������!� M�� z ��� 7;� �-C�| ) �N| * �

� z + � 7b� �-C�z-| � � ) { { �
� * |�� 7;� �-C�z � | �Gz-|Dz �� � � � 7G� �-C ��z + �

� ) |�� 7G� �-C � , 7 � |y��� � * O�C
m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M �	��� ����
�� �-7 � , | , .�C O � �b� ϕ(x)

����
�������I�/./03#
����1����

[a, b]
�$��� ����
�1�>/�H���

[a, b]
# �U0�������� (*��� �A./����1����+>/�Q�������������

�$���$�)���	�E��
y�G�$���$�)���	� ./���������������	�-78����(*��

[a, b]

# �g(*��� 
��!� ���)�$�3#
�������I���B���W������
�

c
./����1����	� (*��������� �W�������$���������!�+,

ϕ′(c)
�$���$�)���	���

���I����� ���	�I�������

ϕ(b)− ϕ(a) = (b− a) · ϕ′(c), a < c < b,
M
1
O

1����	�������DC

∗ ��������������
 ���%(����J������� * ��&1����"%( (��%(��0��&1� ϕ(b)− ϕ(a) �����,������+



§
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � � �

���:���������������I%�(*�����I� ������0���
������I�������H(*��������� � �$��%$�!� ∗ C
m [!`@Z@[!n$] ����� ��� � �b� ϕ(x)

����
�������Q�/./0�����1����
[a, b]

�$��� ����
�1�>/�
���u./�������������������

[a, b]
# � 0�������� (*��� �u./����1����+>/��7y����(*��
 0��������	�

[a1, b1] ⊂ [a, b]
�����3�$��� ����
�1����H(*��� 
��!�V���)�$���������y���B���I������
�

c1
./���)#

1����	�-7/�������	�����������$��
ϕ′(c1)

�$���$�)���	���J���

ϕ(b1)− ϕ(a1) = (b1 − a1) · ϕ′(c1), a1 < c1 < b1.
M
2
O

(*����
���(*
��B�+7W��������������������������(*� ���)�$�����!�����u����
��������� �/./0����3#
1������R�$��� ����
�1����E�����	� ./����1����	���?>/��7����� 	���
3�U(*��������� �U����
���������
����� ���	�!�)>/��,

ψ(x)= 1
x−a+ 1

x−b
7/������

a<x<b
���

ψ(a)=ψ(b)=0
C

0��������
x ∈ (a, b)

./����1����+>/�4� ���������

ψ′(x) = −
( 1

(x− a)2
+

1

(x− b)2

)
< 0.

������1����
ψ

����
�����������������EM ��O	1����	�����Q�����Y(*�3�$�)���	�������-,s�����$�J�����)#
s%$��
��@�3%$�����4
3���	���H���I����� �4����
��H�3%$�����45��W������0��B�"�!���-C

�	��� ����
�� ���U�������������A�������$1)���������U���$� ���
c
./����1����	�����3%$���	���

���)�$�����������
(a, b)

# (*�-7G�������	�����������$�� ����� ���	�H�������UM ��O+1����	�������DC
c./����1����	���@�$�?>/'������������J�������?./���������W(*�3�$��&��	�������	���I����
�������!��� >/�)#

� �����B���F5��	���$�����������DC �������������B�b���	�����!� ������������������� ������5����	�����-7
���������4���Q(*�3�$��%$���K������	���=���Q�$����
�1������3�$��� �$�������������R�-C�%$������&����
� � |���./��� 
3(*�I���H
��?./���	��������� � + ��./��� 
3(*���CG�$���$�)���	�J
��?>/�������K�"���)#
�3���	���I��%$����������%$���Q� ������0���
�������� � ) * �"./��� 
3(*�-7/� �-C *�) � + � C

� � ��%$�	�K�������$���!� (*�����)��
��������	�K5��!�b%$���-,;�!�������!�
ϕ(x)

����
�������
�/./0�����1����

[a, b]
�$��� ����
�1�>/�+���W���������	�����)�I./�������������������

[a, b]
# �H0��)#

����� (*��� �U./����1����+>/��C
[a, b]

# �E(*��� 
��!� ./��
����!./��� �����$��%$���	�������	�
c∗

∗ &1�������������%( ��� �#��� � 
 � � �����	��&1��"�� ������.0��"%��&1��� � *�� $������ ��& ��$�� �%(���.0�
� ����2�
���%(/.0$��%(���
 
,��������&1��
 (��%(��0��& * ����������"%��& ( ������&1��"%��&1��� .0��.02����%( � $���& �
����� � �%!�+ ��+ � � �%( ���%(��%(��0��&1� �9+������������ 
H�����������%( ��+ � �H+ 
J.0�����������%( ����&1��.�
���� � ��� �
2�
���%(J����.0� ���J������$�� �	!������%( ������$�� * ����������"%��&1� ����
 !�$��J���J������$�� �����	!�����$��
* ����������"%��&1� ����
 !�$�� � �%!�+���+ �,+ � * ��������������"���
 2�$�������.��0(��%(��0��&1���1�	!���&1��� �	��& �
�,�����%( (���������$�&1� �,��+



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

./����1����	�����������y���)�$���������y�b�9�����I���������
[α, β] ⊂ [a, b]

�����3�$��� ����
�1��

ϕ(β)− ϕ(α) = (β − α) · ϕ′(c∗), α < x∗ < β,
M
3
O

�������$���������
���+5��!�b%$���?>/�	6������G%$�W������0��B�"�!�����-CN�����B���	���7G0������	� ��
+���!�"������
3#

��������������
g(x) = x3 ����
���������Q./���������������	���

g′(x) = 3x2 ���
c∗
# �

�����8(*�g������'��B�
x = 0

./����1����	�-C8����(*��
9M ) OQ1����	������������� �4����
��
�3%$�����g����
������

(β − α)g′(0) = 0
0��������	� ���$� ���

[α, β]
�$��� ����
�1�����#

�������D7����������	��<���������2(*��� 
��!��(*����������
x = 0

./����1����8�DCP���������b�����)�
g(β)− g(α) > 0

7/������� ��
���
α < 0 < β

���
g(α) < 0

7
g(β) > 0

C

d [!e!a d hDe$] ����� ����� � C + C �g��� � C + C z�����������������(*�U���)�$�����!�����
g(x)����
����������./���������������������

[a, b]
# �g0�������� (*��� �R./����1����+>/��C��b��
�����

���B� (*��� � ./����1����+>/�E./���������������	���V�������)�$��������� �?./������� ��1�5�����3#
���������������������� ∗ C+���������������$1)��������� � C zqC M ) OA1����	�����!� ��������3���	�
ψ(x) = |x| ����
�������-74���������8�$�� ./���������������	����� ������� �3%$���	���
x = 0

./����1����+>/��C+��������
�����������������uM ��OK1����	�����F��� �$�)���	�������
[−p, p] �$��%$���H�$��� ����
�1����?>/��7N�$������

p > 0
CG�3� 	���
3�J���4�"����1�������
�7/�����

M ��O41����	�������R������s%$��
��y�3%$�������
ψ(p) − ψ(−p) = |p| − | − p| = 0

7
%$���	�V����� �4����
��

[p− (−p)] · ψ′(c) = 2pψ′(c)
�3%$�����	���V�������J
3���	�-7

������
c 6= 0

���I���V���)�$���������D7�������
c = 0

C

d [!e!a d hDe$] ����� ��� � ����� ����E��
���%$� �+7G������������� � C + C �?#L���W6��������������
��� 5���&����	�����I./���������������	���I�G�$���$�)���	�������I(*��� �:./����1����	���?>/��Cq./���)#
1����	�����-7$�������	���?>/��A./���������������	���G�$���$�)���	�������8������(*������
�����
;���������
��������
�1����������8�D7N����� ����F�������@� ����	�����
������H������������� � C + C zI��� � C � + C , �� C � + C |F�����������������-C4M ��OQ�"�����3���	��(*�U����
��?./���	�

ϕ′(c)
# ���$���$�)���	�����

� ������������
������������@�����!�uM ��O #L����
�CD� �������4�������$�-7
[ϕ(b)−ϕ(a)]/(b−a)(*� �"�������������A1����	�������

ϕ
����
���������K./���������������4����
H���B� ������
��(*��#

� �<./����1����+>/�J(*����&��	�����U�������� �X(*��������� ����
�1�����6�����1�������-,��!�������!�
ϕ(x)

� �����)�$��%$�����U����&��������R����1����������8�����R./����1����	���U�������X� �����	���

∗ ������&1�����%����� ������������������"�� ��$���2�$%( ����� 
$�&1�����%( � ����2�
���%(/.0$��%(���
 � �%!�+
������� ��$���� �,+ 	,+ 
 2�$�������.��9+
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� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � �%�

����
�&����8�
x

��������
�1������������DC8����(*��

b − a

�����)(*�E� �����	���	�E����
�&����	���
ϕ(b) − ϕ(a)

7;%$���	�
[ϕ(b) − ϕ(a)]/(b − a)

(*� �"�����������<5��R./�������)#
����� ��
3�Q����&��������J./����1����	���Q�$��( �����	�Y�$��	��������3�K���:�����)(*�-C�s%$�������-7
�����8����&�������� ./����1����	���W�$��	��������+0�������� ��������
�1)(*� ����� ����
������:�$��( �G#
���	�u�$��	���������>/�@����1��Q��
W
���5��	�����-C"������1����@����
������Q��������
�1��-7s������Q�3�
�$��	��������������H1����	���-C

� � ������������� � C + C �?#L����6�������������(*��������'��B�
(a, b)

#L����
U���������
x0./����1����	�-7 �������	�����������$�� �$���$�)���	���

ϕ′(x0)
./���������������	�-C ���$� ���

./����1����	���<���)�$���������R0�������� ��������
�1����������+>/�J�!�������K(*��
���(*��
�� � C + C z$#(*�-C
x0
#L���J����%$�	�����	���o������'��B�V
��������$���������

x 6= x0
7
x ∈ (a, b)

7N./���)#
1����	�-C/���B���I�3%$�����-7�� ���������

lim
x→x0

ϕ(x)− ϕ(x0)

x− x0
= ϕ′(x0)

M
4
O

1����	�����-C/���������4�3%$�����-7)M z O+�"�����3���	���J&����	�!�+7

ϕ(x)− ϕ(x0)

x− x0
= ϕ′(c),

M
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O

�$������
c
./����1����	�K���B�������$�������	���

x0
# �$�Q���

x
# �Q(*�������DC"���W1����	�)#

������������
4����'����!�

lim
x→x0

ϕ′(c) = ϕ′(x0).
M
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����� ����u��
���%$� �+7 � C zqC M � + OW��� � C zqC M �$|DO@1����	���������!�T��������3���	�
v(x)

���
w(x)

����
�������������R./���������������	�����A�$���$�)���	���
x0 = 0

./���)#
1����+>/�g��� ���������g�����)�����U./����1����+>/�g./0�����1����	�������!���

u′(x)
���

w′(x)
./���������������	�����-CG���B��5���
����$5�
����=�"����1)�@��� ��./��
�����'�������� �����KM �DO

1����	�����-7�������� ��
��� M �DO+���Y
���(*
������
ϕ′(x)

./���������������	���Q�/./0�����1��)#
�����

x0
./����1����+>/��CN�$�������+���$���-7/�����HM + O2���KM �DO21����	��������(*�I����
��?./��#

�	�
c
./����1����	�@�������

x
#L���

c = cx0(x)
����
�������-7*�$������

x0
���$�)���	�����

6�����������1������W�����8�D7-%$���	�
x
����	�����4'��������	�����

x0
# �$� ��
B� ��
3��%$�������3#

����� 0������	� ��
���(*��
����	�������DC
x0

���
x

./����1����	�����!� � ��
3�$�?>/'����)���	�
��
�1����������	���<(*��� 
��!�����

cx0(x)
./����1����	�-C

x
#L����0�������� ���������������������



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

(*���3�$�����������������������$�
cx0(x)

Cb��������� ���	7
x0
#L���������������)(*�R�������

cx0(x)./����1����	�������H�G�$���$�)���	�Y�$�����������	�:���
lim
x→x0

cx0(x) = x0
CG������1����

lim
x→x0

ϕ′(cx0(x))
M
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�������
ϕ′ ./���������������	���+>/'��������8���$� ���2�����3�$�����������	���4� ���!./�������-7-�����3#

�	�����������$��
x0

�������U����� �������������U./����1����	�-C;�!./�������	7)�3%$���	��� ���
�$�����������	���:� ���!./�������8%$�������

ϕ′ #L���8�!./���!�"��� ϕ′(x0)
��
���(*��
����	�������$5���
�C

���������	�)�D7q��'���
���(*
��B� ���B���	./��
��������������-7q�������	���W�����B���������	�)#
���I���������	�H�����$����� ��
����-C
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(a, b)
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ϕ′′(c) = 0
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m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M�� � � + � O � �!�������!�+7 f(x)
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�������4���!�"������
�������3#

���������
[a, b]

�$��� ����
�1�>/�H���
f ′(a) = f ′(b)
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(a, b)
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�1����������8(*�
���)�$���������Q���$� ���

c
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f(c)− f(a)

c− a = f ′(c), a < c < b,
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�������g�/./0�����1����

[a, b]�$��� ����
�1�>/�;���B�����
(a, b)

��
�1����������	���40������	�B./����1����+>/�b�������2�$���$�)���	�



§
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � � �

f ′ ./���������������	�-C�����(*��
	���)�$���������y���$� ���
c ∈ (a, b)

./����1����	�-7������

f(c)− f(a)

b− c = f ′(c), a < c < b.
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[a, b]
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t = t(a, b) ∈ (0, 1)

����s%$���-7������

f(a) =
n∑

k=0

tkf (k)(a+ t(b− a))
k!

(a− b)k+

+
tn+1

(n+ 1)!
(f (n)(a)− f (n)(b))(a− b)n. M
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z O8���)�$���������y���$� ���
s = s(a, b) ∈ (0, 1)

����s%$���-7������

f(b) =

n∑

k=0

skf (k)(b+ s(a− b))
k!

(b− a)k+

+
sn+1

(n+ 1)!
(f (n)(b)− f (n)(a))(b− a)n. M
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[a, b]
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�1�>/�FM�� * + � O�C f ����
��������� n$] Z 
 hD[!e$]Vj)[!\I]
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	 � ] Z@n!`@[!k c wKa

x
./����1����+>/�:��./���������W(*���������

C1D
+f(x) = lim

h→0+

1
h

x+h∫
x

f(t) dt− f(x)

1
2
h

=
M
1
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= lim
h→0+

2

h2

x+h∫

x

[f(t)− f(x)] dt
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>/'������)�D7	�b�=��� �9���)�$�����������$���$�)���	� ��
A�G�$���$�)���	� M�� � |�� 7 � � � ��� O�C��
����	��� ��������� � ��
����$�?>/'����������
C1D+f(x)

7
C1D

−f(x)
���

C1D−f(x)
C

j)[!\I]
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	 � ] Z@n!`@[!k c wKa M �����3%$�������$O
C1D

∗f(x)
��� ^!hD[!\I]

C1
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C1D∗f(x)
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C1D
∗f(x) = max

{
C1D

+f(x), C1D
−f(x)

}
,
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C1D∗f(x) = min
{
C1D+f(x), C1D−f(x)
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4
O

1����	���������!�+C
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C1D
∗f(x) = C1D∗f(x)
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f
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x
./����1����+>/�)���
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∗f(x)
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C1D∗f(x)
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C1Df(x)
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x
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lim
h→0

1

h

x+h∫

x

f(t) dt = f(x),
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f(x)
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x
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m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M�� � � ��� 7�� �-C"z ) |DO � �b� f ����
�������
C1

# �/./0�����1����
[a, b]

�$��� ����
�1�>/�:���Q�b�F0��������
x ∈ (a, b)

./����1����+>/� ���)�$���������Q�$����#
�)���	�W��
B�G�$���$�)���	�

C1Df(x)
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c ∈ (a, b)
./����1����	�-7������

f(b)− f(a)

b− a = C1Df(c), a < c < b.
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C1

# ./���������������	�U�G�$���$�)���	�����F��� (*����&��	�����
��0��)�8./����1����4���8�����������!���8>/�������8�$�����������	��>/�	M�� � � ��� 7�� �-C-z * + O�7$������� �b%$������� 	����3���	����������� ./���������������	���I�������$�������AM ��%DC � C � + C |H�������������
}�} ������������
 O�C

��%$�	�4��'���
���(*
��B� 	����3���	�����������4./���������������	���W���W�������$������
��-7*���)#
�����	
��� ���Y�������

C1
# ./���������������8�DC

���)�$���������F�$�)���	0��B�"���	�
P ⊂ (0, 1)

�$�����������	��7+�������	���F>/�����
|P | > 1
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n$] f�] wKa m a ��� ���)�$���������J���$� ���

f
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x ∈ P ./����1����+>/�4����� ���	�H�������

C1D
∗f(x) = 0

���
C1D∗f(x) = −∞

1����	���������UM�� � � ��� 7G� �-C�z * � O�C
n$] f�] wKa m a

� � ���)�$���������J���$� ���
g
����
�������-7G�����4���!���������H0������	�

x ∈ P ./����1����+>/�4�����B���������	���

C1D+g(x) = 0
���

C1D
−g(x) = +∞

1����	������
��<M�� � � ��� 7G� �-C�z + ) �Gz + * O�C
��������� ���	7

C1
# ./���������������	����������������� ���	�E��� ��������������� }�} #L����
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λ > 0
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Cλ

#
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Cλ
# ./�����������������������y�
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��RM�� | {�� 7 � | ��� 7 � � �Dz,� O�C

m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M�� � �Dz,� 7*� �-C ��z-{DO � �b� f �������
Cλ

# �/./0�����1��
[a, b]�$��� ����
�1�>/�����

f(a) > 0
���

f(b) < 0
7+����(*��
U���)�$�������������$� ���

c����s%$���-7/�����
a < c < b
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f(c) = 0
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m [!`@Z@[!n$] ����� � � M�� � �Dz,� 7!� �-C � �$|DO � �!�������!�+7 f ����
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[a, b]
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CλDf(x)

./���������������	�-C2����(*��
K���)�$�3#
�������J���$� ���

c∗ ∈ (a, b)
./����1����	�-7������

f(b)− f(a)

b− a = CλDf(c∗), a < c∗ < b.
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�
`@Z@n c wA]g]Dv Z@`@^ � aDn$] _ c wKa

� ] Z@n!`@[!k c wKa �Nm hDa �

��� �!�������!�+7 (a, b) ∈ R
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ψ
����
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x0 ∈ (a, b)
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E ⊂ (a, b)
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x0
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lim
x→x0
x∈E

ψ(x)− ψ(x0)

x− x0
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ψ
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m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M�� , {�� 7/� �-Csz � z O � �b�g�/./0�����1��
ψ
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�����������������
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���� �B�b%$��./���������������	������s%$��������
9���B��� ���������	�����U�$���$�)���	���
�����������!����>/�������

E ⊂ (a, b)
�$�����������	���F0�������� ./����1����+>/�9M ��������#

����
�7B����
����E./���������������	�9����s%$�����E�$��%$�������U(*����&��	�����E������	���������3�
./����1����	��������	��������
E���B�����2O�7	����(*��


E
�$�����������	���V���!����������0����3#

�	�K./����1����+>/�H���)�$������������6������3�$������1)���	��M ���$����6�1���1)�����$O@./�������)#
�������	�-C

� � �	��� ����
�� ���+�"�����3���	����6������3�$������1)���	�2./���������������	�����������8(*���3#����� ���-C
m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M�� � � � 74� �-C �${ � O � �!�������!�+7
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����1)���	���o���!�"������
���������������
[a, b]

�$��� ����
�1�>/��C�����(*��
:0��������
α

���
β����s%$���

[a, b]
#L����
+(*���3�$�������������I���$� ���

c ∈ (α, β)
����s%$���-7/�����	����� ��#

�	�I�������
F (β)− F (α)

β − α = F ′
ap(c), α < c < β
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� � ����
���1���
3�����A����
��������� ]Dv Z@`@^ � aDn$] _ c wKa9j)[!\I] n$] Z 
 hD[ 	
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(*����&��	�����9� ��
3��%$����������������
���
U�3%$���	���

σ 	 � `@Z@`@h*] e � aDn!ZI] hDwK[�j)[
M�� � � ��� 7 � �-C � � ��O�C

σ
#3�"����������
��+�$�����������	�B���"������./�������-7*���������26����)#

�����	�I5���1���� ���������Q
3���+>/��������
��I�$�����������	�QM�� ) ��� 7G� �-C�z + , �Gz + � O�C

����� � i+] wKn?pqZ@aDhDa � ] Z@n!`@[!k c wKa�\I]Ue$]Ppq[!h*] Z@n?pq[!kDa
����	�3%$�������E./���������������	�����
������E� ����&�
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��� ϕ(x)
����
��������� n$] Z 
 hD[!e$] � ] Z@n!`@[!k c wKa

x0
./����1����+>/��7$�$���3#

�����8�������
ϕ′

+(x0)
7/��./���������W(*���������

ϕ′
+(x0) = lim

h→0
h>0

ϕ(x0 + h)− ϕ(x0)

h
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>/'������)�D7N�b�U��� � ���)�$���������W�$���$�)���	�@��
��G�$���$�)���	� ∗ C*��
����	��� ���������
� ��
����$�?>/'���������� n$] Z@iBpq[!e$] � ] Z@n!`@[!k c wKa 7-�$���$�)���	�W��
B�G�$���$�)���	�	,

ϕ′
−(x0) = lim

h→0
h<0

ϕ(x0 + h)− ϕ(x0)

h
.
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ϕ′
−(x0)
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�7G�/./0�����1����
x0
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��B�+7������:����	�3%$�������J./���������������	�����������R�����B���������	�Q���

�������D7+�$�?>/��� �������	7 �4��������./���������������	���
(f + g)′(x) = f ′(x) +

g′(x)
�"�����3���	�-7N������ 	����3���	�����������

f ′(x)
���

g′(x)
./���������������	�����

�$���$�)���	���-C������ �����4����� ���	�I�������

(f + g)′+(x) = f ′
+(x) + g′(x),

M
3
O

(f + g)′−(x) = f ′
−(x) + g′(x)

M
4
O

1����	���������D7y������u���)�$��������� �$���$�)���	�
g′(x)

./���������������	� M�� � ��� 7
� �-C�z z z O�C

�����B���������	���I(*��������� �
m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M�� � ��� 7�� �-Csz z z �Gz z ) O � [a, b]

�$��� ����
�1�>/�	�/./0�����1��
0��������	�

f(x)
����
�����������������D7

f ′
+(x)

���
f ′
−(x)

����
�����������4������5�������
��3#
������
4���������Q������������'��	�3�Q���������45��	�����DC

(*����
���(*
��B�+7B�����A������
ϕ(x0)

��� ���)�$���������F��
y�G�$���$�)���	�������-7
����(*��
QM ��O+����M z O+1����	��������(*�

ϕ(x0)
#L���Q�����8(*�I>/��� �4���o� ��
���%$���	��#

����
@����� �4����
��
ϕ(x0 + 0)

>/'������)�<���K������s%$��
��
ϕ(x0 − 0)

>/'������)�D7
�b��5��I�3�I��5���
����$5�
����	
��I�$���$�)���	�������-C

�b�
ϕ(x)

����
�������g��������3���	���E���������y�$��� ����
�1�>/��7B�������	���F�����)#
s%$��
��y�����	���

a
./����1����	�K���

a
# �A������s%$
����

ϕ(x)
� ��
3�$�?>/'����)���	���

M ��������3���	���2O2���V�!�����	�����-7/����(*��
+� �����B������� �
ϕ(x)

����
������� ./�������)#
�����������

a
./����1����+>/� �y
���(*
������I�3%$���	��� �������D7G�����8���)�$���������

ϕ′
+(a)

7
�$���$�)���	�Q��
4�G�$���$�)���	�	C"���$������7�./���������������	�J�$��� ����
�1����y����� �4����
��

b

∗ �,��� � ��� ����� � $���������� ������
 !������ * ����������"%��&1��"%(=������� ������$���� ϕ′(x0+) ���
ϕ′(x0−) (�����"���&1����"���.�
 ���	(���"������%(����1+



§
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � � �

�����	��>/��7��������	���E����� �4��
�������T����
����������������3���	��� ��� �!�����	�����-7
� ����� �����I����� ���� ������s%$��
��

ϕ′
−(b)

./���������������	�-C
����� �4����
��I���@������s%$��
��@./���������������	�����D7���./���������!� i+] wKn?pqZ@aDhDa

� ] Z@n!`@[!k c wK[!kDa C��b�
x0

�������y�$��� ����
�1����y(*��� �Q./����1����	�K���y�b�����
./����1����+>/�

ϕ(x)
����
���������F�������

ϕ′(x0)
./���������������	�-7+����(*��
R���)�$�3#

��������

ϕ′

+(x0)
7
ϕ′
−(x0)

���@�����B���������	���
ϕ′
−(x0) = ϕ′(x0) = ϕ′

+(x0)1����	���������-C
�b�

ϕ(x)
����
���������

x0
./����1����+>/�+�������I����� ����F����� �4����
�� ./���)#

�����������	�-7 ���$��������s%$��
��8./���������������	�4���	�b�A���$��
��8���B�������B��1����	���-7
����(*��


ϕ(x)
����
���������

x0
./����1����+>/�@�������

ϕ′(x0)
� ] Z@n!`@[!k c wKa ���

ϕ′
−(x0) = ϕ′(x0) = ϕ′

+(x0)
C

����
���������	��./���������2./�����������������
[a, b]

�$��� ����
�1�>/��7-�b�y��� �2./�������)#
�����������

(a, b)
# �80������	��./����1����+>/�b���B���������b�����)�

a
���

b
./����1����	���?>/�

�������J����� �4����
��H���I������s%$��
��@./���������������	�����I(*�3�$�����������$���	C
����
���������y��./��������� \@a

�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@a

[a, b]
� [!f�n![!e!_Wj)[ 7��b�

��� �K���!�"������
�����������������
(a, b)

# �R0�������� ./����1����+>/�H���A���������H�����)�
a
���

b
./����1����	���?>/�@�������Q�$���$�)���	�K����� �4����
��y���Q������s%$��
��J./�������)#

�������	�����-7G(*�3�$�����������$���	C
(*�3�$��&��	�������	���	����
���������	S�����
����3�	������s%$��
��2���8����� �4����
��2./�������)#

�������	�����Q���������
x0

./����1����+>/��7������ ����� ���o���)�$�����������3�K���W����
���������
./���������������	�<���������

x0
./����1����+>/��C)���$� ���<�������$�������$���

x0 = 0
./���)#

1����+>/� � C zqC M ) OI1����	�����!� ��������3���	�
ψ(x) = |x| ����
�������-C;�$��%$���8#�������	7

ψ′
+(0) = 1

���
ψ′
−(0) = −1

C

� � ����
�����������������UM 
���%DC + O

f(x) =
3
√
x2,

M
5
O

x0 = 0
./����1����+>/�:����� �4����
��I./���������������	���

f ′
+(0) = lim

h→0
h>0

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+

3
√
h2

h
= +∞ M

6
O



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

���I������s%$��
��@./���������������	�H5��

f ′
−(0) = lim

h→0
h<0

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0−

3
√
h2

h
= −∞. M

7
O

0

y

23
xy =

x


���%DC +M �DO8���RM , O81����	���������!�V� �����)%$��1)���T�������$�������y���$�	� �����B������������
�,
5�����������
���1B���R�$�!�������K������� c t c ^!i8[!hDa � � [!Z@_@aDwKa

y3 = x2 ./��#
�������������DC

� � ω(x) =
√

1− x2 ����
�������Q� ��
3�$�?>/'����)���	���A�3%$���	���
[−1, 1]�$��� ����
�1�>/��Cs��� �$��� ����
�1����A�����	� M 5����)�����$O ./����1����	���������������<� ���������

(*��������� �@��������5������������	������
���M 
���%DC �DO

0-1 +1


���%DC �

ω′
+(−1) = lim

x→−1+

√
1− x2

x + 1
= lim

x→−1+

√
1− x
1 + x

= +∞. M
8
O

������s%$��
��
ω′
−(−1)

./���������������8�A�?>/���Q��� �������DCs������1�����7�>/�����B�u��')#

���(*
3���	���R����
���%$�����	7

ω
����
��������� −1

./����1����+>/�@�������y./���������������	�
���

ω′(−1) = +∞. M
9
O



§
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � ���

��
����	��� ���������	7
ω′

+(1)
�?>/�)�Q����5��	�������	���J���I������1����

ω′(1) = ω′
−(1) = lim

x→1−

√
1− x2

x− 1
=

= lim
x→1−

(
−

√
−1 + x

1− x
)

= −∞. M
10

O

� � �!�������!�+7B����
���������g./����1����4���U���������Q�$�����������	��>/�A�������g�$����#
�)���	�@���������4����	�3%$�������I./���������������	�-C/����
��������������J5��!�b%$���-,/���������3#

���� ��������	�:(*����&��	�����W��0��)�@���2�$�����������	������
	��'�������� ���8./����1����4���
�$�����������	��7b�������	���?>/��Y����� �4����
��R���K������s%$��
��K./���������������	�����K���)#
�������B��� ��
3��%$�������������	������� �y6������G%��y���45��!�b%$���?>/�:��&��	�����@(*��������� �

m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M �$����6���
3�$5��
�
������1�5��������� � � {�� # (*�-78� �-C � + |DO ��!�������!�+7;�$���$�)���	�

ψ
����
�������R� ��
3�$�?>/'����)���	���

(a, b) ⊂ R
��
�1����)#

�����+>/��C
E

��0��)�K�$�����������	�H0������	�K���
x
./����1����	���$�

(a, b)
#L����
�7������3#

�	���?>/����$���$�)���	���
ψ′

+(x)
���

ψ′
−(x)

���W�$�)���	�������

ψ′
+(x) 6= ψ′

−(x)
��1����	�����-C�����(*��


E
�$�����������	�	�$���$�)���	���J��
:�����	�����-C

� � �b� ϕ(x)
����
�����������������

x0
./����1����+>/���������������������!���+./�������)#

�������	�������K� ��
3�$�?>/'��������$���Q(*�����?>/')���������!�o�3%$���	���
x > x0

��
���(*��
��3#
�	���������!�+7;����(*��
H��������'����!�

ϕ(x)
����
���������R�������������������!�X����� �4����
��

./���������������	�����
x0

./����1����+>/��C����$������7��������������������!���<./���������������	�3#
�����U� ��
3%$���	���

x0
./����1����+>/�y�3%$���	���

x < x0
�$�����������	���g���������B�+7

����� ������3�
ϕ(x)

����
��������� ������s%$��
��	�������������������!��./���������������	�����
x0./����1����+>/��C

� � �!�������!�+7
y = ϕ(x)

����
�������F� ��
3�$�?>/'����)���	���
I

�$��� ����
�1�>/�
���I�!�������!�

Γ
�������y�����$� f�ZI]

�
aDtDa

R2 # (*�-7/��C��-CG�$�����������	� (x, ϕ(x))./����1����	�������$�-7/�$������
x ∈ I C�b�A���)�$���������	�$���$�)���	�

ϕ′
+(x0)

7P����(*��

Γ
# �$������� n$] Z 
 hD[!e$]Ie$]Ppq[ 	

h*] Z@n?pq[!kDa
(x0, ϕ(x0))

./����1����+>/� ��./���������
y = ϕ(x0) +

ϕ′
+(x0) · (x− x0)

��%$�����D7G�$������
x ≥ x0

C



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

���$������7D�b�R���)�$���������4�$���$�)���	�
ϕ′
−(x0)

7-����(*��

Γ
# �$������� n$] Z@iBpq[!e$]

e$]Ppq[!h*] Z@n?pq[!kDa
(x0, ϕ(x0))

./����1����+>/�U5�����./���������
y = ϕ(x0) +

ϕ′
−(x0) · (x− x0)

��%$�����D7G�$������
x ≤ x0

C
�b�

ϕ′(x0)
./���������������	� �$���$�)���	���-7 ����(*��


y = ϕ(x0) +
ϕ′(x0) · (x− x0)

./�B�"�8./������������� ��
3�
y = ϕ(x)

����
���������
Γ
� ���!�"��#

5����$�������
(x0, ϕ(x0))

./����1����+>/�:� ����������� n?pq[!k ��C
������

ϕ′
+(x0) = +∞ � ��
+������� −∞ � 7N����(*��
 Γ

# �$�������
(x0, ϕ(x0))./����1����+>/�B����� �4����
��:
���%$���������3%$�������4�$�����������	�20������	�4���

(x0, y)
./���)#

1����	���$�-7����������4���
y ≥ ϕ(x0)

� (*�3�$�����������$���
y ≤ ϕ(x0)

� C
�b�

ϕ′(x0)
�������

+∞ ��
 −∞ 7;����(*��

Γ
# �$�������

(x0, ϕ(x0))
./���)#

1����+>/�4� �����������	�J�3%$�������
x = x0

./�B�"��C
Γ
# �$�������F����� �4����
��F���F������s%$��
��F
���%$���������3%$������������./���������!�

Γ
#

�$������� i+] wKn?pqZ@aDhDaUn?pq[!kD[!kDa (*�3�$�����������J./����1����+>/��C
�!�������!�+7

x0
�������

I
�$��� ����
�1�����(*��� � ./����1����	�������������G(*���!�+7

�����
ϕ(x)

����
���������
x0

./����1����+>/�g�����������������U����	�3%$������� ./���)#
�����������	�-C)�b�

ϕ′
−(x0)

���
ϕ′

+(x0)
����s%$�!����� ��
J���B���R������
�V�$���$�)�G#

�	���E���
ϕ′
−(x0) 6= ϕ′

+(x0)
7B����(*��
R����	�3%$�������9�3%$���������

(x0, ϕ(x0))./����1����+>/�+����
�����
+5����b%$�3�DCN���$� ��(*��� �b%$��������(*�
(x0, ϕ(x0))

# �@��./���������
y = ϕ(x)

����
���������
Γ
� ���!�"��5���� t c m pqa*] e!a � [!Z@_@aDwKa C (*�3�$�����������$�

����� ���	�!���������-,

��O
y =




x arctg

1

x
,

������
x 6= 0,

0,
������

x = 0.
� ���������

y′+(0) = π
2

7
y′−(0) = −π

2

Cb����� �4����
���
���%$���������3%$�����
y = π

2
x��%$�������-7-%$���	��������s%$��
��	
���%$���������3%$�������

y = −π
2
x
��%$�����-C*����(*���$����������7

5�����������
���1B���@�$�!�������:5����b%$����
��I./����1����	���<M 
���%DC , O�C

z O
y =

{
3
√
x,

������
x ≤ 0,

x,
������

x > 0.
� ���������

y′−(0) = −∞ ���
y′+(0) = 1

C)5�����������
���1B���<�$�!�������K������
5����b%$����
��I./����1����	���<M 
���%DC � O�C



§
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � � �

0

y

xy
2

p

=

x

xy
2

p

-=

0

y

x

3 2
xy = y=x


���%DC , 
���%DC �
� � f�] e � ]-j � hDZI] ����� ��� M�� � * � 7)� �-C � � � �

� ) {�� 7)� �-C , + O � x0
./���)#

1����	���E�����������)(*��� ��
3�$�?>/'����)���
F (x)

����
���������g��./������������������
����
�?>/���!� f�w c hDa x0

./����1����+>/��7��b�U�$�)���	�������

lim
h→0

F (x0 + h) + F (x0 − h)− 2F (x0)

h
= 0

M
11

O

1����	�����-C
� �8�����:����
�����������	6����������	����� ��
���%$���	�:��������
����HM � ��+ * .�C 7D� �������3#

����0�
���� � � � , .�C O:���y���!�u%�(*�����y���Q�����������	�3%$�������R� ������0���
������Q�����!�
S���������
������X��
����	�?>N(*�-C

s%$�������-7b�����@�$���$�)���	�
F ′(x0)

./���������������	���U������
��
F (x)

����
3#
������@� �8�������

x0
./����1����+>/��C

� �8�����������UM � ��O86����������H��%$�	�H� �������?./�����B� (*��������� 
����������

1

h

[
F (x0 + h)− F (x0)

]
− 1

−h
[
F (x0 − h)− F (x0)

]
=

= o(1), h→ 0.
M
12

O

����������
b��(*5��������-7P�����b���B�b#L���B�����$���$�)���	�8����	�3%$�������8./���������������	���
���)�$���������@�?./�������J�����$�����	1����	�W./���������������	���J���)�$�����������DC/��������� ���	7
������

F (x)
����
�������4� �8�������

x0
./����1����+>/��7*����(*��


(x0, F (x0))
./���)#

1����	�Q��� �������K5����b%$����
��Q./����1����	�
y = F (x)

./�������$�!�������FM ����������

����������
������������R1���������
�� ��� �8�����A����
���������'� � � {�� O�C"������������
H���B�����	7



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

���)�$���������J�/./0�����1��J� �8�����Q����
�������-7����������	������������!�"������
������������#
�����W���!���������@0������	� ��
IM�� � * � 7*� �-C � � � �

� ) {�� 7q� �-C � ) 7 ) ) {N7 ) ) ��O���� ������#�������R�����B���������	���R�	��� ����
�� ��� � C + C z��"�����3���	�EM�� � * � 7"� �-C � � z �
� ) {�� 7� �-C , �DO�C

d [!\@[!f�a ����� ����� ./����1����+>/�:� �8�����J����
�������@�$������1��������	���J���������
./����1����+>/�	M } 7 � � C ��O����B�$�����������	��>/�)�$������1��������	�	����
�������B�/./0�����1����
���!���������J0������	� ��
JM } 7 � � C �H���������������

2′)
��1�5���������$O�C

d [!\@[!f�a ����� ��� � ���������	�����<./����1����+>/�R�$���$�)���	�F./���������������	���
������
��4����
������� �$������1��������	���J���������4./����1����+>/��C

0��������	�A� �8�����A����
�����������������<�����B���������	���K(*��������� �Q./��
����������3#
���-7B���������	��X��������������$�?>/��� ������� M ���A� ������0���
��������	�U�$���������	��5��
��%$���	� � C � , ����� C � ��# (*�@���������B�BO�C

� aDe$] \I] \@[!k*] ����� ��� M�� � * � 7/� �-C � � ��O � �b� F (x)
����
�������H� �8�������

x0
./����1����+>/��7�����(*��
4����� ���	�I�������Q��������5������������	���������

D +F (x0) = F ′(x0) = D − F (x0),
M
13

O

D+F (x0) = F ′(x0) = D− F (x0).
M
14

O

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � �$��5����������$���U������1�5�������3�D7)����� ���	�!�����	7	M � ) O@����#
����5������������	�����������y
���6������I./�������������Q1����	�����-C����������������y5��-7

F (x0 + h)− F (x0)

h
=

=
[F (x0+h)−F (x0)

h
− F (x0−h)−F (x0)

−h
]

+
F (x0−h)−F (x0)

−h1����	�������H���������B� � ����������0���
��B� M ��z O�1����	�����@��� } ������������
 � C �${NC �
(*������� �-C

����������
Q��������
��������E��������������� � C � , C z�(*������� ���U� ������0���
������!�T����#
��'������

d [!\@[!f�a ����� � � � �/./0�����1��I� �8�����H���I���!���������Q0������	� ��
4���������!�"�3#
����
���������������

g(x)
����
�����������������JM ��%DC0� ) {�� 7�� �-C � ) # >/� g1(x)

����
�������



§
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � � �

���U� �-C , �DOJ>/�����
g ′(x)

���g���������
g′(x)

./���������������	�����g�$���$�)���	���
�3%$���	���Y
3���+>/�������H�$�����������	��>/��C

������� � wA] f�ZI] e���a �
�
`@Z@n c wA]Ui+] wKn?pqZ@aDhDa

� ] Z@n!`@[!k c wK[!kDa �Nm hDa �

��� m [!`@Z@[!n$] ������� ��� M�� � � � � O � �!�������!�+7 f ����
�������Q>/����������
@
���#
%$���������)�/./0�����1����

[a, b]
�$��� ����
�1�>/��7

f(a) < f(b)
�����!�������!�+7

(a, b)��
�1����������	���:0��������
x
./����1����+>/�

f
# �	�������+�$���$�)���	�	����� �4����
��

f ′
+(x)���@������s%$��
��

f ′
−(x)

./���������������	�����-Cs�b�
f
����
���������

a
���

b
./����1���#

�	���?>/�W�������y���B�������B��1����	�J�$���$�)���	�K����� �4����
��K���Q������s%$��
��J./���)#
�����������	�����-7;����(*��
H���)�$����������
J���$� ���

c
7
p
���

q
����s%$�������-7b�����

a <
c < b

7
p ≥ 0

7
q ≥ 0

7
p+ q = 1

���@����� ���	�H�������

f(c)− f(a)

c− a = p f ′
+(c) + q f ′

−(c)
M
1
O

1����	�������DC
��
����	��� ��������������������� ����� ���	�4�������:��������������
B
���%$���������)�/./0�����1��

f
����
�����������������D7�������

f(a) > f(b)
C

� � � ����5����3���	�2�������$�����������	������
��"1���6����	��� ���������$�������������
;��'��3#�����	�:'����	�$�����������	���������W�/./0�����1��:���$��%$�����������������D7/������� ��
����	���:� ���)#
5����3���	�E5�����(*�����E���������B�b��� ����	�3%$�����E���!�"������
���������������������$�9���
� ��1��)� �?>/���!� ���!�"������
��������������������� (*�������=M�� |���� O�C ���95�����(*�������
������� ��
����$���Q������1�5�������W(*��������� �

m [!`@Z@[!n$] ������� ��� M�� |���� O � �!�������!�+7 [t1, t2] �$��� ����
�1�>/�"� ��
3�$�?>/'����)�G#�	�
ϕ

����
�������I��5�����0��B�"���	�����Q6��������������D,
��O
ϕ

(*�����)�$�?>/'����)���	���K���J��'�./�����A���������y>N�G�$1o>/�����J���Q���������
�$�?>/'����������

[t1, t2]
# >/�

�
z O

ϕ
# �T�������T�$���$�)���	� ����� �4����
��

ϕ′
+(t)

./���������������	�T0��������
t ∈ (t1, t2)

./����1����+>/�
�

) O ϕ ����� �4��
�������
	�/./0�����1����
t1

./����1����+>/��C
����(*��
4����� ���	�H�������I(*���������K��1�5�������������D,



� ��� ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

�$OA���)�$��������� ���$� ���
λ ∈ [0, 1]

7
s1 ∈ (t1, t2)

���
s2 ∈ (t1, t2)����s%$�������-7������

ϕ(t2)− ϕ(t1)

t2 − t1
= λϕ′

+(s1) + (1− λ)ϕ′
+(s2);

M
2
O

�$O+���)�$���������Q���$� ���
s ∈ (t1, t2)

����s%$���-7������

|ϕ(t2)− ϕ(t1)|
t2 − t1

≤ |ϕ′
+(s)|;

�*O:�b�
(t1, t2)

��
�1����������+>/�
ϕ′

+(t) ≥ 0
M ��


ϕ′
+(t) ≤ 0

O�7�����(*��

ϕ����
�������W>/�����������<M (*�3�$�����������$���o5��	�����������$O

[t1, t2]
�$��� ����
�1�>/��C

����� ��� � ] Z@n!`@[!k c wKa � j � h*] Z@ag\I]Un!a � a ��� hD[!_@a � � [!Z@_@aDwKa �
k c e![!k*]

��� ���J�$�����������g����
������U�	��� ����
�� ���F�"�����3���	���9���B�X�$����
�1������3�$�
� ������0���
������?>/��C

m [!`@Z@[!n$] ����� ������� �!�������!�+7 ϕ(x)
����
�������8�/./0�����1����

[x0, x0 +δ]�$��� ����
�1�>/� � ��

[x0 − η, x0]

�$��� ����
�1�>/���+���������g0������	�
x
7
x0 < x <

x0 + δ
7 ./����1����+>/� � 0������	�

x
7
x0−η < x < x0

7 ./����1����+>/����������� �$����#
�)���	�y��
 �G�$���$�)���	�

ϕ′(x)
./���������������	�-7;���������8�$��

x0
./����1����+>/�

�������U����� �4����
��'� ������s%$��
����8>/'��������-C�����(*��

x0

./����1����+>/�y���)�$���������
����� �4����
�� � ������s%$��
����

ϕ′
+(x0)

./���������������	� � (*�3�$�����������$���
ϕ′
−(x0)

�G���
����� ���	�I�������

ϕ′
+(x0)= lim

x→x0+
ϕ′(x)

[ (*�3�$�����������$���
ϕ′
−(x0)= lim

x→x0−
ϕ′(x)

] M
1
O

1����	�������DCG(*�����)��
��������	�H��1�5���������I������������-C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � �	��� ����
�� ��� � C + C M z O+�"�����3���	���Q����
���%$�����

ϕ(x)− ϕ(x0)

x− x0
= ϕ′(c), x0 < c < x0 + δ.

M
2
O
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��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � � �

������� ��
���u���)�$��������������� �4����
��
lim

x→x0+
ϕ′(x)

>/'��������-7b������1�����7;5����)#
&����	7$���)�$���������	����� �4����
��

lim
x→x0+

ϕ′(c)
>/'���������<���B����� ���	�8�������+���!�

1����	������� ∗
lim

x→x0+
ϕ′(c) = lim

x→x0+
ϕ′(x).

M
3
O

M z O8���RM ) O81����	��������������
:� ������������
������������D7������

lim
x→x0+

ϕ(x)− ϕ(x0)

x− x0
= lim

x→x0+
ϕ′(x).

M
4
O

����� �����8���81����	�������I������s%$��
�� �3%$������7q� ��
3�$�?>/'��������J����
���%$�����	7N�������
ϕ′

+(x0)
C/����(*���$����������7���������'�� �XM ��O+1����	�������Q6����������	�@(*��� �b%$�������-C

�3�$� �����$��� ������1�5�����������-7 (*�3�$�����������u6�������������(*�-7AM ��OE1����	�������
���������I(*��� �b%$���������Cb(*�����)��
��������	����1�5�����������E�������������� 	���
3� � C zqC ������ ���	�!�)>/��C

d [!\@[!f�a ����� ������� �!�������!�+7 ϕ(x)
����
�������A�/./0�����1����

x0
./����1���#

�	���J�����������)(*�I��� (*�3�$�����������H�����
�1����V�����������)(*�@�����J�������I�$���$�)���	�
./���������������	�-7��������	�����������$�� ���)�$���������H�$���$�)���	�J��
+�G�$���$�)���	�

lim
x→x0

ϕ′(x)
M
5
O

>/'��������-Cq����(*��

x0

./����1����+>/�8���)�$���������
ϕ′(x0)

./���������������	�W���:���)#
� ���	�I�������

ϕ′(x0) = lim
x→x0

ϕ′(x)
M
6
O

1����	�������DC�������������
�7����:�"����1)�I(*�����)��
��������	�H���Y�������UM ��%DC������ ���	�!���
� C zqC � O8���@�3�Q�"����1��I�������	�?>/������������M ��%DC�1����	����� � C zqC M � � O�O�C

n$] f�] wKa m a ����� ������� λ(x) = arcsin 1−x2

1+x2

����
�����������������A��� ���)#
�$���������

λ′(0)
C

∗ ����$��%!�(�������.�
,����� c �����%( x � �%( � ����2�
����� �%!�+ ��+ � � ����� � �9+



� ��� ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

�����B���	���7

λ′(x) =





− 2

1 + x2
,

������
x > 0,

2

1 + x2
,

������
x < 0

1����	����������
:� ������������
������������

lim
x→0+

λ′(x) = − lim
x→0+

2

1 + x2
= −2,

lim
x→0−

λ′(x) = lim
x→0−

2

1 + x2
= 2

1����	������
��-C+������1�����7	������������� � C � � C �?#L����&����	�!�+7
λ′+(0) = −2

���
λ′−(0) = 2

7/��CG�-C
λ′

+(0) 6= λ′
−(0)

CG����(*���$����������7
λ′(0)

���Y���)�$���������DC

� � �b�g�/./0�����1��
ϕ(x)

����
���������
ϕ′(x)

./���������������8�y�������H�$���$�)�G#
�	�@��
8�G�$���$�)���	�u����	�3%$�������

lim
x→x0−

ϕ′(x)
���

lim
x→x0+

ϕ′(x)
>/'����������

x0
./����1����+>/�Q���<�b� �3��>/'����������<� ��
3��%$����������������
K���B������
�� �����$� ��
�7

����(*��
;���)�$����������

ϕ′
−(x0)

7
ϕ′

+(x0)
���B����� ���	�8�������

ϕ′
−(x0) 6= ϕ′

+(x0)��1����	�������DC
�3�R
���(*
������D7������

x0
./����1����+>/�H���=���)�$���������<���� �$���$�)���	�R���

����F�G�$���$�)���	�
ϕ′(x0)

./���������������	�-C�����������
4������'������

m [!`@Z@[!n$] ����� ����� � �b�
x0

./����1����	���������������)(*�9�/./0�����1
ϕ(x)����
���������K���W�����������)�A0�������� ./����1����+>/�I�������y�$���$�)���	�K��
:�G�$���$�)�G#

�	�
ϕ′(x)

./���������������	�-7*����(*��
�����./���������������8� ���F(*����&��	�����4S�����
����3�
6����������	�H� ���������J./0�����1��

x0
./����1����+>/��C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � �b��5�� ϕ′(x)
./���������������8�@����
������:6����������	� � ���������

./0�����1��
x0

./����1����+>/��7$����(*��
������ ���	�B����
������
lim

x→x0−
ϕ′(x)6= lim

x→x0+
ϕ′(x)

��1����	�������DC/����������
	5��@� ������������
������������D7/�����
ϕ′
−(x0) 6= ϕ′

+(x0)
CN�3�

5��	
���(*
������
ϕ′(x0)

#L���:��� ���)�$�����������D7*����g��./��
�����'�������� �����:����(*���������DC
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d [!\@[!f�a ����� ����� � �b�V�
��������	���-7������H�/./0�����1��
ϕ(x)

����
���������
ϕ′(x)

./���������������	�����������
x0

�������W6����������	� � ���������W./0�����1���� ./����1���#
�	�-7/����(*��


ϕ′(x0)
./���������������	�J���Y���)�$���������DC

d [!\@[!f�a ����� ��� � � ./���������������8�<���o(*����&��	�����AS�����
����3�A���$������	�3#
�����	�@./0�����1����J./����1����	�-C

�3�H� ������������
������������D7bM �DO21����	�������Q����
���%$�����Y����������
�7/�����8./���)#
�����������	���/./0�����1����g0������	�g���y./����1����+>/��7B���������+>/��=�����U�$���$�)���	�
>/'��������I�������DC

����(*���$����������7G�b�
x0

./����1����	���H�����������)(*�4�/./0�����1
ϕ(x)

����
���������
���<�����������)� 0������	�9./����1����+>/���������F�$���$�)���	����
R�G�$���$�)���	�

ϕ′(x)./���������������	�-7P����(*��

ϕ′(x)

#3�������
x0

����
������B./0�����1����+./����1����	�8���U(*���3#
�b%$��������(*�-,

�$O	�b�
ϕ′(x0)

1����	���
+∞ #L���H��
 −∞ #L���

�
�$O �b�

x0
�������A���������W� ���������K./0�����1����K./����1����	�

ϕ′(x)
./�������)#

�������	�����������DC

����� � � \I] Z@k c �Fm [!`@Z@[!n$] � ] Z@n!`@[!k c wKa � d�c ] wK[!\ c Z@a
n!e!a d hDe![!wK`@kDa � d [ � ]Ppq[!k

����� ����K������!�+7
[a, b]
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f(x)
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���(*��
����	�������

f(a)
���

f(b)
����s%$�������

(*�������D7/�����!����	��!�����	�!�+C
���8������������������
2� ������������
������������ ���"����&��	�������	(*��������� � �"����1��-C
[a, b]

�$��� ����
�1�>/�8�/./0�����1��I�������3�����������J����
�������@��'������J0������	�@( �G#
���	���)���Y��
���(*��
����	�������Q�����H����
����3���3�$�H���@�����3�$���3���3�H(*�������D7G��CG�-C��b�
m = min

a≤x≤b
f(x)

7
M = max

a≤x≤b
f(x)

���
γ

�������g
��������$��������������s%$���
�������$�����!�

m ≤ γ ≤M
7-����(*��
����)�$���������4���$� ���

x∗ ∈ [a, b]
./����1����	�-7

�����
f(x∗) = γ

C
���Q�"����1����R(*�3�$��� 	�
��������=�$��5����������$���

f(x)
����
�������A� ��
�����%$���	�B�

[x1, x2] ⊂ [a, b]
�$��� ����
�1�>/�F���V������������� � ����������0���
��B�

f(x1)
���

f(x2)
����s%$�����������������D7/�$������

m = f(x1)
���

M = f(x2)
C
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x = 0

./���)#
1����+>/�	./0�����1����	�

ϕ(x) =

{
x+ 1,

������ − 1 ≤ x ≤ 0,

−x, ������
0 < x ≤ 1

����
�������:��'������I0������	�W��
���(*��
����	������� −1
# �KM ����
����3���3�PO2���

1
# �AM �����3�$��#

�3���3�POB(*�������DC
��%$�	�E��
���%$���!�+72�����K���K����� ���	�!�������������$�����E�������E./���������������8�D7

�b��
����� ��� �@./0�����1����	�J����
�������I��0��)�DC

m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M ���������sO � �!�������!�+7 f(x)
����
�������8���!�"������
����#

�������������
[a, b]

�$��� ����
�1�>/��C�����(*��
:'����
(a, b)

��
�1����������+>/�
f ′(x)

./���)#
�����������	�2��'������	0������	�2��
���(*��
����	�������	���b'����2��
�1����������	������
�7-�������	���
�����	���������

f ′(a)
���

f ′(b)
����s%$�������-C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � � ����5����3���	�������$�!�������u�������G(*���!�+7 �����
f ′(a) <

f ′(b)
CB������'��B�

(f ′(a), f ′(b))
( �����	����������
R���������

γ
7
f ′(a) < γ <

f ′(b)
7 ����s%$���-C-./���������������	���W� ��
3�$�?>/'��������@����
���%$������(*��� ����&��	���4����#

6������B� ���$� ���
h > 0

����s%$���-7;����� �$�)���	�����������3����������5������������	�3#
����
��-,

f(a+ h)− f(a)

h
< γ <

f(b− h)− f(b)

−h .
M
1
O

���$� ���H�������$�������K�"���3�$�����������	�
h
#3�������Q� ��
�����%$���	�B�

x
#L���Q����
�������

Fh(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
.

Fh(x)
����
�������4�/./0�����1����

[a, b−h] �$��� ����
�1�>/�2��� ������1�����7"M ��O)��1��)#�	�����������@&����	�!�+7
(a, b−h) ��
�1����������8(*� ���)�$���������@���$� ���

x0
./����1���#

�	�-7/�����
Fh(x0) = γ

7/��C/�-C

f(x0 + h)− f(x0)

h
= γ, a < x0 < b− h.
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����� ������7-�	��� ����
�� ��� �"�����3���	���:&����	�!�+7
(x0, x0+h)
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�1����������8(*�	���)#
�$���������Q���$� ���

c
./����1����	�-7������

f(x0 + h)− f(x0)

h
= f ′(c).

����(*���$����������7
f ′(c) = γ

7!�$������
a < c < b

C-�������������8������1�5�����������	���-C

����� � ��� c e!^!i8aDa ��m ] e$] k*] Z@a c ��� hD[!_@`@kDa � d [ � ]Ppq[!k
�!�������!�+7

f
����
������� ���!�"������
�����������������

[a, b]
�$��� ����
�1�>/�Y���

�!�������!�+7P�����$�
f ′(x)

./���������������	�2(*�����)�$�?>/'����)���	���	���������;�$��� ����
�1�>/��C
�3�H
���(*
������Q���$� ���@�$���$�)���	�

L
����s%$�����Q���)�$�����������D7������

|f ′(x)| < L, x ∈ [a, b].
M
1
O

[a, b]
�$��� ����
�1�>/�B
��������$������������������'��B�

x1
���

x2
./����1����	����� ���4������#

./�����B� �	��� ����
�� ���y�"�����3���	�-,

f(x1)− f(x2) = f ′(c)(x1 − x2), x1 < c < x2.
����������
4����'����!�+7/�����

∣∣f(x1)− f(x2)
∣∣ ≤ L|x1 − x2|.

M
2
O

��%$�	�Q
��������$����������� ���������$��%$���	�B�
ε > 0

����s%$���Q���J������'��B�o���������
�����������!���

δ = ε/L
����s%$���-C)�b��5��

[a, b]
�$��� ����
�1�������
J
��������$�����������

��'��������	�
x1

���
x2

./����1����	������������5�����0��B�"���	������
 |x1 − x2| < δ6������������D7�����(*��
4� ������
������W��1����	�����-,
∣∣f(x1)− f(x2)

∣∣ < ε.
�3�W5�� 
���(*
������

f(x)
����
���������I����
����������/./0�����1��������

[a, b]
�$��� ����
�1�>/��C

����� ����V������!�+7
[a, b]

�$��� ����
�1�>/�W�/./0�����1��
f(x)

����
�����������������
5���
�1����������������������A�������$1)���������<�$� � �����T�������$�������U������
��

δ
# �R�3%$�)#

�	���Y���)�$�����������J./��
����!./���o�����$��%$���	�������	�
ε
#3�������DC

��� 	���1������������	� �3� �4���	����� � ����	�����
������D7W�����E� ����5����3��� 6������)#
������(*�W(*�3�$��&��	�������	���

δ
����s%$�����Qs%$�����W�$��%$�!�Y����������-C



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

�b�;7�5�����&����	7�������'����!�
x2 = a

���
x1 = x

7�����(*��
gM z OH������'������
�$��%$�3�

∣∣f(x)− f(a)
∣∣ ≤ L(x− a)

��
3�

f(a)− L(x− a) ≤ f(x) ≤ f(a) + L(x− a).
����(*���$����������7

y = f(x)
����
���������U� ���!�"��5������B�������$�������	���

y =
f(a)± L(x− a) ./�B�"�������!� (*������
����=5����b%$�3(*�<M 
���%DC�|DO�C

0

)()( axLafy --=

ba

)(xfy =

)(af

)()( axLafy -+=

x

y


���%DC�|

����� � � � ] Z@n!`@[!k c wKa � ] Z@n!^!`@e![ c ��� hD[!_@a
� c e!^!i8aD[!kDa

./���������������	���H��
�1�����6�����1���������8����&��������W����1����������8����� ./����1���#
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>/��� �����B����� ��
3�$��5��������������	�B./����1����	���$�-7����������4���B����������
������)�$����#
�)���	���-C

���$� ���A�?>/��������0��	7;����� ���	�!�����T����6������9M � � {���.�C O�C;����6������A�3� �4�3#
�	������(*�g��0�����
����������U�������� ����(*���������D72���!�����)�E0��������	���/./0�����1��
./�����V./������������� ��
3�o����
���1���
3�����Y��5����	������� � �����B������
�������� M�� , |�� 7� + ��� 7G� �-C � ) O�C
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�������
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��)������
�������$O�7����������8�$��u���=������������
���1���
3�����������<��������
3#
1����������	�U���R�$���$�)���	��./���������������	�U��� �������E0������	� ��
y��5��������<�$���3#
�������	��>/�JM�� � � � 7/� �-C � �DO�C����� ������
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+∞ #L��� 1����	�	./���������������	�yM ��C �-C*����� �4����
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$���&1��"��%( ����������� 
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∗∗ &1� � ����
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 ��+ 
-+ � � � ����&1��"���. �����	(�������$��0��&1� ψ(t) = |t|
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Z@aDiBpqhDa

D +f(x0) = lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0
,

M
1
O

z O
x0

./����1����+>/�
f
����
��������� n$] Z 
 hD[!e$]R^!hD[!\I] � ] Z@n!`@[!k c wKa

Z@aDiBpqhDa

D+f(x0) = lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0
,

M
2
O

) O x0
./����1����+>/�

f
����
��������� n$] Z@iBpq[!e$]9j)[!\I] � ] Z@n!`@[!k c wKa

Z@aDiBpqhDa

D −f(x0) = lim
x→x0−

f(x)− f(x0)

x− x0
,

M
3
O

* O x0
./����1����+>/�

f
����
��������� n$] Z@iBpq[!e$]U^!hD[!\I] � ] Z@n!`@[!k c wKa

Z@aDiBpqhDa

D−f(x0) = lim
x→x0−

f(x)− f(x0)

x− x0

.
M
4
O

���8�$���������������Q��./���������!� i+] wKn?pqZ@aDhDa � ] Z@n!`@[!k c wKaUZ@aDiBpqhD[ 	
kDaH] e c \@aDe!a � � ] Z@n!`@[!k c wKa@Z@aDiBpqhD[!kDa M�� ) � 7$� �-C ) | ) �

� ) |�� 7$� �-C ���DO�C�b� ����� �4����
��F����	�3%$�������9./���������������	�F����s%$������������������� ���������
D+f(x0) = D +f(x0)

1����	�����-7"����(*��
W���)�$���������R����� �4����
��
f ′

+(x0)./���������������	�<M ��%DC � C |DO8���

D+f(x0) = f ′
+(x0) = D +f(x0).

M
5
O

���$������7��b�
D−f(x0)

���
D −f(x0)

������s%$��
��H����	�3%$�������I./�������)#
�������	�H����s%$�������J1����	���-7�����(*��
:���)�$���������y������s%$��
��

f ′
−(x0)

./�������)#
�������	�I���

D−f(x0) = f ′
−(x0) = D −f(x0).

M
6
O



�	� � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

�b��5��
D −f(x0)

���
D +f(x0)

>/�����2./���������������	�	����s%$���������	1��)#
�	�-7/����(*��
4���)�$���������J>/�����

f
′
(x0)

./���������������	� ∗ M ��%DC � C � �DO8���

D −f(x0) = f
′
(x0) = D

+
f(x0).

M
7
O

������� � �����	74>/����� ./���������������8� >/��� �4��� ��./��������� j)[!\I]T`@Z 	
n?pqZ@aDhDa � ] Z@n!`@[!k c wKaWZ@aDiBpqhDa ��
�5�������� j)[!\I]W[!^ � _@Z@[!n c wKa � ] Z 	
n!`@[!k c wKaUZ@aDiBpqhDa M�� + * � 7G� �-C � � + O�C���$������7s�b�

D−f(x0)
���

D+f(x0)
���������H./���������������	�Q����s%$�������

1����	���-7/����(*��
4���)�$���������y���������
f ′(x0)

./���������������	�H���

D−f(x0) = f ′(x0) = D+f(x0).
M
8
O

f ′(x0)
# �$��K>/��� �4���g��./��������� ^!hD[!\I]:`@Z@n?pqZ@aDhDa � ] Z@n!`@[!k c wKa

Z@aDiBpqhDa ��
	5�������� ^!hD[!\I]�[!^ � _@Z@[!n c wKa � ] Z@n!`@[!k c wKaUZ@aDiBpqhDa C
>/�����V��� ���������V���3�$1������3��� ./��������������� ����s%$�������u��./���������!�

[!^ � _@Z@[!n c wKa � ] Z@n!`@[!k c wKa�Z@aDiBpqhD[!kDa C
����	�3%$�������B./���������������	�B����s%$�������B����������������������������
���1����	���������D,

D−f(x0) ≤ D −f(x0), D+f(x0) ≤ D +f(x0).
M
9
O

��%$�����3%$�����J���$��
��J�������������"���	���-7/�$�?>/��� ������� ∗ C
�b�

D−f(x0) = D −f(x0) = D+f(x0) = D +f(x0),
M
10

O
����(*��
	���)�$���������

f ′(x0)
./���������������	�H���@��� �AM �${DO21����	�����!���W�$�����)#

���V��
���(*��
����	�������Q1����	���-C
>/�����+���+���������+./���������������	�����8(*��������� 
��������������	����5�����(*�����������	�

����
����I./���������������X����s%$�����!����
JM ./��
�������������� � C �${NC ) #L���I&����	�!�Y�������
} #L����
 O�C

∗ ��� � ��2����%( ����"��0������"�� ��� ��������&1��"�� 
 ��������������
 ��������� (���������$�&1�%(�����������.
�,����� ����$������J(����,����������� ��������� 2�$��	(���������$�&1�%( ����������. �,����� ����$���� �,��+

∗ �����%(/.0���1��������$ ��������"���. �%!�+ ��+ � �H+ �#.0����������� 2�$�������. +
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� aDe$] \I] \@[!k*] ����� � ����� �����B���������	���I(*��������� �@1����	������
��-,

F
′
(x0) = max

{
D

+
f(x0), D

−
f(x0)

}
,

M
11

O

F ′(x0) = min
{
D+f(x0), D

−f(x0)
}
.

M
12

O

����	�3%$�������I./���������������	�H����s%$���������Q� ���!�"��5����	�H� �����)�$��%$���H���)#
����3���	���I���3#��${Q���I���3#�� �I
���%$��1����?>/��7����������B�+C

n$] f�] wKa m a ����� � �����

ϕ(x) =





sin x,
������

x ≤ 0,

x cos
1

x
,

������
x > 0

����
�����������������Q� ���������J1����	���������-,

ϕ′
−(0) = 1, D +ϕ(0) = 1, D+ϕ(0) = −1.

)(xy j=

xy -=

x

xy =

y


���%DC �${

n$] f�] wKa m a ����� � ��� � ����	�3%$�������A./���������������	�R����s%$���������A(*�3�$��#
���������$�@��%$�����������y� ���!�"��5����	�H� �����)�$��%$���-C



�	��� ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

)(xy y=

x

)( 0xD y
+y

0

)( 0xD y
-

)( 0xD y
+

)( 0xD y
-

1a 2a
4a 3a


���%DC � �

D−ψ(x0)
# �H(*�3�$�����������$�J��%$�����H���"���u����'��	���-7s���������

D −ψ(x0)
#

���I(*�3�$�����������$�@��%$�����-C

��'���
���(*
��B�9����������
������)��
���(*��
����	������
��4�������������8����	�3%$�������8./���)#
�����������	�I����s%$���������J(*�3�$��%$���-C

m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M ����
��-7 � ��, � .�C 7 � z ��� 7!� �-C�| � �
� + * � 7!� �-CPz-| * O � �b�

x0
./����1����+>/���/./0�����1��

ϕ(x)
����
���������4(*�3�$�����������$�:�B�b%$�	����	�3%$�������

./���������������	�K����s%$��������
I���B���K���������	����� �/./0�����1����
x0

./����1����+>/��7
����(*��
@����
�����	���
��Q�$�����A����	�3%$�������K./���������������	�A����s%$���� �/./0�����1����
��������� ./����1����+>/�W���J�B�b%$�����W1����	���-7"��C��-C

ϕ(x)
����
�������J���!�"������
3#

����������������
x0

./����1����+>/��C

m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M ����
������-7 �$| � + .�C 7 � + * � 78� �-C ) � |DO � �!�������!�+7
f(x)

����
�������W�$���$�)���	���H>/�������
E

�$�����������	��>/��C
�b�

E
�$�����������	��� 0�������� ./����1����+>/�

f
����
��������� [!Z m 	 [!Z m a

n?pN] Z@a � `@Z@aDhD[ � ] Z@n!`@[!k c wKa Z@aDiBpqhDa �$���$�)���	���YM ��C8�-C2���������
����� �4����
���./���������������	� ����s%$��� ��
9���������F������s%$��
���./���������������	�
����s%$���$Oy��
y�$���$�)���	���9���B�b#L���B���g�����3%$�������g./���������������	�E����s%$���
M ��CN�-C/��


f
′ ��


f ′ O�7G����(*��
 f ����
�������@���!�"������
�����������������
E

�$����������#
�	���Q���!���������Q0������	�@./����1����+>/��C
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d [!\@[!f�a ����� � ����� �b�V>/���������
E ⊂ R

�$�����������	���F0�������� ./���)#
1����+>/�

f
����
��������� ���������$���$�)���	� ����� �4����
�� M ������s%$��
��$OU./�������)#

�������	�-7 ����(*��

f

����
��������� ���!��������� 0������	� ��

E
# >/�E���������$���$�)���	�

./���������������	�-C

d [!\@[!f�a ����� � ��� � �b�V>/���������
E ⊂ R

�$�����������	���F0�������� ./���)#
1����+>/�

f
����
��������� �������4�$���$�)���	�:>/�����JM ���������$Ob./���������������	�-7q����(*��


���!���������J0������	� ��

E
# >/�

f
����
���������J�������I�$���$�)���	�H./���������������	�-C

������������
�� ��������������(*� n!`Iv aDZ@\I]Dv aDZ@[ � ] Z@n!`@[!k c w Z@aDiBpqhD[ 	
k*] \ �?./������������


(D +f(x0), D
−f(x0))

./0������	��� ��� ��� ��� �����
(D+f(x0), D

−f(x0))
./0������	���J./�����������-C

m [!`@Z@[!n$] ����� � � � M ����
������-7 �$| � + .�C 70� + * � 7P� �-C ) � � � ) � |DO � �!�������!�
f(x)

����
���������
E

�$�����������	���@0��������V./����1����+>/�2�������:�$���$�)���	� ���B�b#
���B���8����	�3%$�������+./���������������	�	����s%$���-C-����(*��
)�3�	����	�3%$�������+./�������)#
�������	�H����s%$���I1����	���H�����$�H����6���������6������ ����	�3%$�������I./���������������	�
����s%$�����y���!���������J0������	�I./����1����+>/�

E
�$�����������	������
�C

�GCG����
��P�UM��yC�� C������
	
�*O8��5�������
����UM �$| � * .�C O2(*��������� �
m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M�� � ��� 7"� �-C)z-{ �Gz � �

� + * � 7�� �-C )�, �DO � 
��������$���������
f

����
�����������������
D +f(x0) ≥ D−f(x0)

���
D −f(x0) ≥ D+f(x0)��1����	������
��I�$�)���	�������H0������	�

x0
./����1����+>/��7�� �������@(*�3�$��&��	�������	���

./����1����4���@�$���$�)���	�H��
:�����	�����@�$�����������	���$�-C
(*����
���(*
��B�+7������:�	��� ����
�� ��� � C + C M ��O+1����	�������K� ����������	�����J����#


����@./���������������=����s%$�����?>/��7G� ����5����3���	�W��1����	�����������I�$��%$�!�+7G������3#
�3���	��� � � ) ���s(*��������(*�-C

����� � � wA] f�ZI] e���a �
�
`@Z@n c wKa � ] ZI] n$] Z m [!k c wK`@k*]Re$] n!\@hDaDwKa

i8hDwA] \@a � tD`@n$v wK[!^ � c Z@a
� c e!^!i8aDa �Nm hDa �

����������'���
���(*
��B�+7	������
������������	������	��������5�����6��	���3������������
3#
����������������J�����������B���������	���-7/�$�?>/��� �������	7/�	��� ����
�� ��� � C + C M ��O8�"���)#�3���	�-C



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

�����B���	���7�� ��
�����%$���	�B� 0������	�
t ∈ (−∞,+∞)

��
���(*��
����	��������#
�������y���!�"������
���������������

λ(t) = eit = cos t + i sin t
����
�������-7������3#

�	����./���������������	���
λ′(t) = ieit = − sin t + i cos t

Cb� ���������
λ(1) −

λ(0) = cos 1− 1 + i sin 1
1����	�����-C"�b��5��

λ(t)
����
�������H������5�����0��)#

�"���	�����W�	��� ����
�� ���I�"�����3���	���W���������	�����
c
#3�������D7 �$������

0 < c < 1
7

����(*��
	����� ���	�@��
����IS�����
����3�

cos 1− 1 + i sin 1 = − sin c+ i cos c

1����	�������D7D�$��������
���9� ������������
������������D7q5�����&����	7*�����$�:�3%$�������������@���)#
�)���	�������U1����	��������
3�

(cos 1 − 1)2 + sin2 1 = (− sin c)2 + cos2 c1����	�����-C	����������
�������1������ � ������������
������!� ������'������������������B���������	�
cos 1 = 1/2

��������5������������	�����-C
���"��� ����1��-,"���=���)�$���������<���$� ���Q�$�����

a < c < b
����s%$���-7������

(*�3�$�)���	���3�

λ(b)− λ(a) = (b− a)λ′(c)
1����	�����-C/�����B���	���7����41����	�������H(*�3�$�)���	�����H
���(*
������

(cos b + i sin b)− (cos a+ i sin a) = (− sin c+ i cos c) · (b− a)
1����	�������DC������)���	�������Q� ��1����	�����!�Y����������
4������'������

(cos b− cos a)2 + (sin b− sin a)2 = (b− a)2,

sin2 b− a
2

=
(b− a

2

)2

1����	���������-C��3�+5���(*�3��&��	�������	���-7P������� ��
��� | sin t| < |t| 7$������ t 6= 0
C

�	��� ����
�� ���9�"�����3���	���������������5�����6��	���3�������
µ(t) = t2 + it3

7
t ∈ [1, 2]

7/����
�����������������$���C
���B���B
������������	�2����	�������+5�����6��	���3�������8����
�����������������+����� ��������#

�	��
���� ��6��!�����	��� �������u�������$������� �	��� ����
�� ��� �"�����3���	�������������B�+7
�������g���������$�U���?>/��>/�-Cb�$�������Q���$���-7������J5�����6��	���3�������g����
���������U
����3#
�������	����� ./�������)�$��%$���!����
��?./���	���������������Y����8#L����	5��E�	��� ����
�� ���
�"�����3���	���W� ������0���
������ ���B���:���:��� �����B�$��� ����
�1�>/��7*�������$1)���������I�����
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���(*��
����	�������g6����������	�g�"�����3�G#
�	���9M ��%DC � ��� 7s� �-C + |�� � � { {DO4������1�5�����������$���<� ������0���
��������	�Q��1����	�)#
����
��-7/�������@�����B���������	�H5���6��	���3�������@�$�������������������������DC������ �����	�����)#
�����4����&�����
��I���4�"�����3���	���H(*��������� �@��
����	��� �-C

m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M ���������sO � �!�������!�+7 a(t) 7 b(t) ��� c(t) �/./0�����1��
������������	�R����
�������������
[α, β]

�$��� ����
�1�>/��C�����(*��
I���)�$����������
H5�����6��	���3#
�������

λ
����s%$��� |λ| ≤ 1

�������$�����!�g���B
������������	�
η
����s%$���

α < η < β�������$�����!�Y���$� �������-7������	����� ���	�H�������

β∫

α

c(t)[a(t) + ib(t)] dt = λ ·
[
a(η) + ib(η)

]
·

β∫

α

|c(t)| dt M
1
O

1����	�������DC

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � M ��O+1����	�������Q������s%$��
��I�3%$�����:��'���
���(*
��B�
I
#3���-C

����(*��
	5�����6��	���3�������
I
����s%$�����Q�����)���	�I>/����������
:�"���$�������I���$�

|I| ≤
β∫

α

|c(t)| · |a(t) + ib(t)| dt. M
2
O



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

������� ��
���o
������������	�
a(t)

���
b(t)

����
�����������A�/./0�����1����
[α, β]

�$���P#
����
�1�>/��7�������1����A5�����6��	���3�������

ψ(t) = a(t) + ib(t)
����
�������� �/.N#

0�����1����
[α, β]

# >/��7*����F�?./������� |ψ(t)| # �:�/./0�����1��������I���������2�$��� ����
�1�>/��C
��%$�	� M z OH��1����	�������F����� �4����
��E�3%$�������$�!������� � ����������0���
��B� >/�����B�

���%��$��
������+�$��( �����	����
���(*��
����	������� 6����������	�:�"�����3���	�HM�� ��� 7 � �-C + | , O�7�������	���Q&����	�!���� ��� ��
��������J���)�$���������J���$� ���

η
����s%$�����D7������

α <
η < β

���I����� ���	�I�������

β∫

α

|c(t)| · |a(t) + ib(t)| dt =
∣∣a(η) + ib(η)

∣∣
β∫

α

|c(t)| dt

1����	�������DC�����(*���$����������7

|I| ≤
∣∣a(η) + ib(η)

∣∣
β∫

α

|c(t)| dt. M
3
O

M ��OI1����	�������g�����$��'��������X�$��5����������$���
λ
#3���R��'���
���(*
��B�

I
# �R(*�3#

�"�����������
[a(η)+ ib(η)] ·

β∫
α

|c(t)| dt �$���������3������
+��� � ������
������ |λ| ≤ 1
��1����	�����<M ) O #L���H&����	�!�+C��������������@������1�5�����������	���-C

� � ��%$�	�y��������0�����
��B� �	��� ����
�� ���<�"�����3���	���K��
����	��� �����KS����	�)#
�����B�����	�H����
�����������������DC

m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M ���������;7B� � |�� 7/� �-C �DO � �!�������!�+7 f(z)
����
�������

S����	�������B�����	���9������>/
��������
D

�����3(*� ∗ ���
z1

���
z2


��������$�����������
�"���3�$�����������	��./����1����	�������

D
# (*�-C:����(*��
9���E./����1����	���?>/�F� �����������

./�B�"��>/� �������������
[z1, z2]

����
���5���� �����y(*��� 
��!�u���)�$���������
η
./����1����	�

���I5�����6��	���3�������
λ
����s%$���H���$� ���-7������ |λ| ≤ 1

���

f(z2)− f(z1) = λ · (z2 − z1) · f ′(η).
M
4
O

∗E (���������$�&1�	( � * ������"����������	��
��������
 . � ���%(��#����"��%(���������� A ��� B * ��� �
����&1��"��%( ��������.0��"���&1� [A,B] ����������$���.0�%( � $���&1� * ��������&1� ���%� .0$����%( E � (�+



§
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � ���

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � M * OB1����	�����W������'������-7G�b�g���������G�RM ��OB1����	�������
� ����������0���
����!� (*��������� �

f(z2)− f(z1) =

∫

[z1,z2]

f ′(z) dz
M
5
O

1����	�������Q����� �4����
��H�3%$�������Q���������B�+C
� ��
3��%$�������������	�H�$��%$���$���I(*��������� �
m [!`@Z@[!n$] ����� � � � M�� )�+ � 7*� �-Cq| |DO � �!�������!�+7 f(z)

����
�������:S����	�)#
�����B�����	���9������>/
��������

D
�����3(*�9���

z1
���

z2
���������R./����1����	�������

D
# (*�-CG����(*��
+./�B�"�����

[z1, z2]
����
���5���� �����H(*��� 
��!�V���)�$����������


f(z1)− f(z2) = (z1 − z2) ·
[
Re f ′(z3) + i Im f ′(z4)

] M
6
O

�������$�������
z3

���
z4

./����1����	�����-C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � � ��
�����%$���	�B� 
������������	�

t ∈ [0, 1]
����	�������A5����3#

6��	���3�������

g(t) =
1

z1 − z2
f(z2 + (z1 − z2)t), z1 6= z2, 0 ≤ t ≤ 1

M
7
O

����
�������-C
u(t)

���
v(t)

��0��)�
g(t)

# � 
������������	� ����./�������)�$��%$���!���

��?./���	�����-7

g(t) = u(t) + iv(t)
C�s%$�������-7������

g′(t) = u′(t) + iv′(t)
C

������� ��
���
f(z)

����
���������
D
# �20�������� ./����1����+>/�;�������2�$���$�)���	�B./���)#

�����������	�-7/������1����
g′(t)

���$�4� �������!�����	�����-,

g′(t) =
1

z1 − z2
f ′(z2 + (z1 − z2)t) · (z2 + (z1 − z2)t)′t =

= f ′(z2 + (z1 − z2)t).
���B���@�3%$�����-7

g(1)− g(0) =
f(z1)

z1 − z2
− f(z2)

z1 − z2
=
f(z1)− f(z2)

z1 − z2
M
8
O

���-7/���������	�3%$�����-7�5��

g(1)− g(0) =
[
u(1)− u(0)

]
+ i

[
v(1)− v(0)

]
.



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

��5���
����$5�
����	�	1����	�������:
������������	�	���8./�������)�$��%$���!���4
��?./���	���������������
� ����������0���
��B�V�	��� ����
�� ��� � C + C M ��O+�"�����3���	�I���I��������'����!�+,

g(1)− g(0) = u′(θ1) + iv′(θ2) = Re g′(θ1) + i Im g′(θ2) =

= Re f ′(z2 + (z1 − z2)θ1) + i Im f ′(z2 + (z1 − z2)θ2,
M
9
O

�$������
0 < θ1 < 1

���
0 < θ2 < 1

C
z3 = z2 + (z1 − z2)θ1

���
z4 = z2 + (z1 − z2)θ2

./����1����	�����
./������������� ��
���


[z1, z2]
����
���5���� �����:(*��� �	./����1����	�����DC"M � O)���JM |DO�1��)#

�	�����������E������s%$��
��U�3%$�������������E������
�1)�����������E� �����	7����!���U����� �4����
��
�3%$�������������1����	���-C������!�Y�������������I������1�5�����������	���-C

d [!e!a d hDe$] ����� � ����� �b�
f(z)

����
��������� S����	�������B�����	�������
G�����@��� �������R������>/
��������	�-7;����(*��
�� C �$|NC zR���
� C �$|NC ) �������������������R����#

�$�?./0����$�9���$�A��
����U(*����������	�)�D,+�b�
f(z)

S����	�������B�����	���
G

�����3#
(*�-7�����(*��
 0��������	�Q������>/
��������	�

D ⊂ G
����������������
W��'��������	�Q0��������	�

[z1, z2]
./�B�"�����I����
���5���� �����H(*��� 
��!�

. . .
� C + C zy���������������J��
����	��� ���������
m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M�� � + � � O � �!�������!�+7 f(z)

����
�������2S����	�������B���G#
�	���

G
�����3(*�-C ����(*��
�0��������

z0 ∈ G
./����1����8� �������:���$� ���

U(z0) ⊂ G�����������	7$������
��������$���������
z1 ∈ U(z0)

./����1����	�����������
f(z1)−f(z0) =

f ′(z)(z1− z0)
� ��
�1����	�������I�������I���B��� ������
�

z
������
���%��$
�� |z− z0| <

|z1 − z0|
�������$�������DC

����� ���	�!�����	7
f(z) = ez

����
����������������� ������������� �����B���������	���
|z1 − z0| < 0, 3

6����������!�+C

d [!e!a d hDe$] ����� � ��� � �����������	�@5�����6��	���3�������@����	�������HS����	�������)#
�����	�U����
�������������g��
�1���� �����8������./����������� ��
��������g���������
���(*�U��
���( #
��
����	������
4�����8�Q���$�)���	�����QS�� �"�������UM �$| + {J.�C O2(*��������� �

m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M�� , ��� 7 � �-C * * ����� ) � ��O � �!�������!�+7
G

./���)#
��������� ��
3��S����	�������B�����	�������g�����3�

n
#L� ��
�>/�������	��������
y5�����6��	���3�����

Cn �$��������3(*�F���
w(z)

5��F������� 
��������$���������FS����	�������B�����	� ����
3#
������

G
�����3(*�-CG����(*��
+���)�$����������


G×G 
������������8(*�IS����	�������B�����	�



§
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � � �

���$� ���
pν(ξ, z)

����
�����������-7������y0��������	�
ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ G

���
z = (z1, . . . , zn) ∈ G

./����1����	���������������K�����B���������	���

w(ξ)− w(z) =

n∑

ν=1

(ξν − zν)pν(ξ, z)
M
10

O

1����	�����-C

����� � � aD` �D] e��QkD[!Z@e c wKa��"wK`Iv aD_I] wKa � � [ � a � d [ � ]Ppq[!k
�!�������!�+7

f(x)
���

g(x)
����
�����������U���������Q�G�$���$�)���	��� ����������

��
J���������J�G�$���$�)���	��� ���������-7�������
x → a

C)����(*��
Q������������
�7)�����
f(x)/g(x)

(*� �"�����������I������� 0
0

��
 ∞
∞

1���6����Q� ��
3�/>/'��������	�����-7�������
x→ a

C
(*�3�$��&��	�������	���

f(x)/g(x)
(*� �"�������������

a
./����1����+>/�YS�����
����3�

>/'��������-7 �$���$�)���	�W��
��G�$���$�)���	�	Cq���B>/'��������@6�����
����D7q������4��� �:���)#
�$�����������$���$�)���	�U��
J�G�$���$�)���	�	7�S�������� 0

0

��
 ∞
∞

1���6����E� ��
3�/>/'������3#
�	�������A� ��%��$
��

a
./����1����+>/��C����$� �o� ��
3�/>/'��������	�����!���A� ��%��$
������������

���)�$���������E������
3���	� �q�	��6���1����	���E(*��������� �<./�3�$� ∗ M�� ��� 7�� �-CBz-|�� � ) { � �� + + � 7G� �-C�z * � �Gz + z �
� + z,� 7G� �-C � �$| �

� ����� 7G� �-C ) � * � ) z-{DO�C

∗ ��$�����
��������&1� � * ������� ����"���. �	( ��������&1� � "������	��&1��"��%(���$������%( (������ * ������� �
��������������&1� ��������&1������� "������	��&1� ��� 	�� ��A � � 
 	 � 
9����������& ��� "������	��&1� ��� � � � A ��� � � � 

��������" ��� "������	��&1� ��� � � �/A � ����� � � � � ����������"%�������%( ���������������%( * ��$���� ���=(������
* ����������������������&1� ��� ����� � "������	��&1� ��� 	 	 ��A � � ��� � 
0����������& � "������	��&1� ��� �����/A
� ��� 
 � 
 ��� ����� ����� "������	��&1� ��� � � � A ����� � �1��� ������$�� ���������������%( (�� ��������� * ��$�����"��
� � � � � 
-��$�+ � 
�A � � �9+
��� ����� � "������	��&1� � � � � � 
 ��$�+ � � � � � � � ��������� �������������������0(��%(�
 (�� � ��������� �

.0�%(�����
����������"���.0�����������������%( * ��$����%( � 	�� � * &1������� &1� ��������&1�%( ��� 	 	��9A � ��� � �
��� ����������"%�������%( ����
����������"���.0� ���������������%( * ��$����%( � � 
 	 * &1������� 
���$�����
��������&1�
����.0�������������0(��%(�
 ����2����������0(��%(�
 � ���,�����0(��%( ��� �%(��������������%(1����&1�����%( ��� ��� ��A � ��� ���
� � � � 
���$�+ � � �/A � � � � ���%( * ��$�&1��"���&1��+ &1� ��������&1� � � � � � 
���$�+ 
 � � � � � �'(����	!��������
������� 
 �	( (���2���� ����� ����������$�� �	!�����$���&1��"��%( (��%(��,(����%( �������1+ � 	����/A � 	�� 
 * &1��" ���
&1� ��������&1� ����.0�������������%(1( * ��$�&1��"���� ��� ����� �"������	��&1�%( !���&1� � ��$�������&1��"���.�
���� �
����&1����
�&1� ��������&1�%(/.0$��%( ��� * &1��" ��� ��� * �����1&1��2�
����"��%(1�%���0(��1��� � ��������
����& ���
��������
 !�$�� ����+



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M ����S���
 } ������&�
3���	� �q�	��6���1����	�-7 � � | * .�C O ��!�������!�+7
a
./����1����	���Q�����������)(*�@� ��
3�$�?>/'����)���	�

f(x)
���

g(x)
����
3#

����������g���!�"������
�����������������E���������A�����������)(*�-72� ��������(*�3�$��&��	�������	���
�����!�

a
./����1����	���$�H���

g′(x) 6= 0
C

�b�
f(x)

���
g(x)

����
�����������A���B�������)���	���X��������
H��
W�G�$���$�)�G#
�	���o���������
��Q��
:�G�$���$�)���	��� �����������-7"������

x → a
���J���)�$���������

f ′(x)/g′(x)
(*� �"�������������F�$���$�)���	����
A�G�$���$�)���	� >/'��������

a
./���)#

1����+>/��7�����(*��

f(x)/g(x)

(*� �"�������������$����������Q>/'��������
a
./����1����+>/�

���I����� ���	�I�������

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

M
1
O

1����	�������DC
�b��5��E���<���������������F0������	�E6�����������������
����B�����

f ′(x)
���

g′(x)����
�����������	�/./0�����1����
a
./����1����+>/�+���

g′(a) 6= 0
7q����(*��
@M ��O�1����	�����

���$�4�?./���������

lim
x→a

f(x)

g(x)
=
f ′(a)

g′(a)
.
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��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � � �

(*�3�$��&��	�������	��� ./���������������	�������
f ′(x)/g′(x)

(*� �"�����������-7:���������
�3%$�����-7@./������������� ��
����3� 0

0

��
 ∞
∞

1���6����o� ��
3�/>/'��������	�������D7H������
x→ a

C"����(*��
@������
3���	��#L�	��6���1����	����./�3�$�J��
����y� ����������0���
��B� ��� (*�3#
�"�������������U���������B���� ���<���Q6�������3�$��� 	���1����������R(*����&��	�����R�$� � �����
� ��%$���3�J����������
 �4��������C

(*�3�$��&��	�������	���
f(x)/g(x)

(*� �"�������������K>/'��������yS�����
����3�
a
./���)#

1����+>/��7$%$���	�9./���������������	�������
f ′(x)/g′(x)

(*� �"�������������	5��8���9S�����
3#
���3�Q>/'��������y���������W./����1����+>/��Cs��������� ���	7"������
3���	��#L�	��6���1����	�������3#
���������@��&��	�����

f(x)/g(x)
(*� �"�������������H>/'��������Q���)�$�����������Q�3%$���	���

�$��5���������� 6��������������DC ���������$�����8�G�$1����������� � ��
�����%$���	�B� (*��������� �
�����I����� ���	�!���-C

n$] f�] wKa m a ����� � ��� M�� � + , � O � ���)�$���������g���$� ���K�G�$���$�)���	��� ����#
�"������
���������������

f
���

g
����
�����������-7:�����

f(0) = 0 = g(0)
���

lim
x→0

f(x)/g(x) = 0
72����� �����

lim
x→0

f ′(x)/g′(x)
��� ���)�$���������DC+���$� ���

����
�������������

f(x) = x sin
1

x4
e−1/x2

(x 6= 0), f(0) = 0
M
3
O

���

g(x) = e−1/x2

(x 6= 0), g(0) = 0.
M
4
O

���������	��(*�3�$������./���������	���-7B�����
f

���
g
./������������� ��
���


C∞ 5��	���$���
����
�����������H���

f(x)/g(x)→ 0
7G������

x→ 0
CG������������
:���B�����	7

f ′(x)

g′(x)
= −2

x
cos

1

x4
+ α(x),

M
5
O

�$������
α(x)→ 0

7N������
x→ 0

CN��������� ���	7
f ′(x)/g′(x)

(*� �"�������������
����� �������������2./����1����	���2
��������$���������2
������������	�2����s%$���-7$������

x→ 0
C

n$] f�] wKa m a ����� � ��� � �!�������!�+7 ψ(x) = sin x
���

ϕ(x) = x2 cos 1
x2

(x 6= 0)
7
ϕ(0) = 0

C/� ���������

lim
x→0

ϕ(x)

ψ(x)
= lim

x→0

x

sin x
· lim
x→0

x cos
1

x
= 0
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��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

���

lim
x→0

ϕ′(x)

ψ′(x)
= lim

x→0

2x cos 1
x

+ sin 1
x

cos x
���Y���)�$���������D7�������� ��
�������Y���)�$���������

lim
x→0

sin 1
x

���

lim
x→0

(
2x cos

1

x

)
= 0.

(*����
���(*
��B�+7$��������%$���21���6����	� ��
3�/>/'��������	������
��8� ����5����3���	�8� ���)#
��������
������!�=������0�����
������K��5����H� ��
3%$���8���	�R1���6������ ��
3�/>/'��������	�������?>/�
M�� + + � 7G� �-C�z + { �Gz + z O�C

§ � � \@a
�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*]<\I] m a m `@[ c wKaUi8hDwA] \@a m

\@a
�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*]

� ����� tD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wKaU\I] m a m `@[ c wKaUi8hDwA] \@a m
\@a

�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*]

�!�������!�+7
u = f(x)

7
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn 7�����
�������<� ��
3�$�?>N#

'����)���	���
x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) ∈ Rn ./����1����	���

U(x0)
�����������)(*�-7

u ∈ R
C

�����$����� �����	�B�u���B���@����	�������J(*��������� �

if(xi) = f(x0
1, . . . , x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n) = f(x0(xi))

M
1
O

����
�����������!�=M ��%DC } 7�zqC � C M ) O21����	�����$O�C�b� if(xi)
��
3�;7b����u��� �������-7

f(x0(xi))
����
���������

x0
i ∈ R

./���)#
1����+>/� �������

(if(xi))
′(x0

i )
./���������������	�-7 (*�3�$�����������$���	7

(f(x0(xi)))
′(x0

i )
7q����(*��
+�����H��./���������

f � c e!^!i8aDa � tD[!Z@r!` � ] Z@n!` 	
[!k c wKa

xi
����	�����!�

x0 ./����1����+>/�;������'�
���(*
�������
 f ′
xi

(x0)
7
∂xif(x0)

7
∂f
∂xi

(x0)
�$���������	������������
 ���B�b#L���B���!�+CG����(*���$����������7

f ′
xi

(x0) = lim
xi→x0

i

f(x0(xi))− f(x0)

xi − x0
i

= lim
xi→x0

i

if(xi)− f(x0)

xi − x0
i

.
M
2
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� � �
����� ����g����������
	���
3�D7

f ′
xi

(x0)
#L���	�$��6�����
����	���

f(x1, . . . , xn)
# (*�	0����3#

�	�
xj

����	�����	��
����	(*����������	�)�W�����$�:5�����&��
x0
j

��
���(*��
����	�����!�+7q���)#
��

j 6= i
Cb(*������� ��� ������'������U���B���

xi
����	�������9����
�������-7��������	���

./���������������	���U� �����B�����	�
x0
i

./����1����+>/�J������������K�!./������� M z O@1��)#
�	�����!�+C

�b�
f ′
xi

(x0)
���)�$���������+�$���$�)���	�+��
��G�$���$�)���	��0������	�

i = 1, . . . , n��
���(*��
����	���������������D7 ����(*��

f

����
��������� ��./��������� m a m `@[ c wKa
i8hDwA] \@a m � ] Z@n!`@[!k*] \@a

x0 ./����1����+>/��C����$� �X(*��� �b%$��������(*�U� ��
���#
%$���	�����

f
����
��������� f�ZI] \@aD[!e!_@a

x0 ./����1����+>/��7

grad f(x0) =
(
f ′
x1

(x0), . . . , f ′
xn

(x0)
) M

3
O

1����	�����!�Y� ��
3�$�?>/'����)���	�-C
grad f(x0)

#L���H�$���$�)���	�����Q
���(*
������Q�����$�
0������	�

f ′
xi

(x0)
5�����6���
���
�1����H�$���$�)���	�������DC

�b�g�$���$�)���	�������
gradu

���
grad v

7G����(*��
4����� ���	�H�������

grad(c · u) = c · gradu (c
�3�������������

),

grad(u± v) = gradu± grad v,

grad(u · v) = v · gradu+ u · grad v,

grad
u

v
=

1

v2
[v gradu− u grad v], v 6= 0

1����	���������DC��B�b���	�H����
���������I(*��� �b%$��������(*�H5��I�����B���������	���

gradΦ(u) = Φ′(u) gradu,

gradΨ(u, v) = Ψ′
u · gradu+ Ψ′

v · grad v
1����	���������-C

�b�
f ′
xi

(x0)
�$���$�)���	���-7q����(*��
)�$���$�)���	���

f ′
xi

(x0)dxi
� �����)�$��%����	�3#

�����7"���������8�$��Y��./���������
f

����
���������
xi

����	�����!� tD[!Z@r!` \@a
�
[ 	

Z@[!e!i8a*] wKa
x0 ./����1����+>/�:���@./������
�,

dxi
f(x0) = f ′

xi
(x0)dxi, dxi = xi − x0

i .
M
4
O

����(*���$����������7$5�����&��g���!�"������
�������	���8���)�$�������������������	��������	�������	�
���W�$��5����������$���I(*�3�$�����������$�H5�����&��V./���������������	���J�$���$�)���	�����-C
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��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
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�b�J0������	�
f ′
xi

(x0)
�$���$�)���	���-7P����(*��
2M * O�1����	�������8������s%$��
����3%$������$���$�)���	���40������	�

i = 1, . . . , n
��
���(*��
����	���������������DCD���$� �9(*��� �b%$��������(*�

������������
�7q�����
f
����
�������Wm a m `@[ c wKaAi8hDwA] \@a m \@a

�
[!Z@[!e!i8aDZ@[ 	

k*] \@a*]
x0 ./����1����+>/��C���������� ���	7������B���������	���@(*��������� �

� aDe$] \I] \@[!k*]
� ��������� f ����
���������U���!�����3���	�R����	�����!�T���!�"�3#

����
�����������������������������
x0 ./����1����+>/��72��������	�������	�E���<�$��5����������$���

grad f(x0)
#L���I�$���$�)���	�����-C

��(*5��������-7:�����g������� } #L��� zqC zqC M ��O �GzqC zqC M * OR1����	���������!� � ��
3�$�?>N#
'����)���	�R����
�����������R���!�����3���	�A����	�����!�X���!�"������
���������������R����
3#
������������

x0 = (0, 0)
./����1����+>/��7+�b������9���$��
��9./0�����1����	������
������#

�������J���4./����1����+>/��C���������� ���	7�� ���������K����
�������-7����������	������B�b�$�J���
���������8./����1����+>/�8./0�����1����	������@���4�$���$�)���	�@5�����&�� ./���������������	�������
������
����C2��
���(*��
����	������
��������D7+�����<�����"����1������������	�?>/�����9(*����&��	�����
./����1����4���I���$� ���$�����������	��>/��7��������	���J����1�0����	�@>/�����I
��������$�����������
��%$�	�)�$���+&������!�������2�$�����������	���+�$�)��� >/������������
�CP�3�	��������� ��
��81����8#
�$1��������<���<���H(*�������P�D7b�����$��� ��
3�$��5��������������	�U��
���(*��
����	�������g� �����	7
��� 	�����������0����	�������!� ���������������I�$��%$�!�+C

m [!`@Z@[!n$]
� ������� M�� �Dz,� 7�� �-C *�) z O � 0��������	� µ < 1

�����������!���B����s%�#
�������������Q���)�$���������

K =
{
(x1, x2) : 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1

}

5�����������1�>/�Q� ��
3�$�?>/'����)���	�
F (x1, x2)

����
�������-7b���������	��o./0�����1���#
�	���

µ2 >/�������E����1�0����
E ⊂ K

�$�����������	��>/�A���
K
# �U0�������� (*��� �

./����1����+>/�W�������A0������	�Q����� ���K5�����&��o./���������������	�y����� ����
x1
#L�!�+7

���$�
x2
#L�!�+C

� ��� � tD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wKa � c � ] � Z c wK` n!e!a d hDe![!wK`@k*]
�����J����	�������A����
�����������������y5�����&��u./���������������	���y�G�$���$�)���	�)#

����������
	(*�3�$��&��	�Y1����	�������H(*�3�$��%$���H�����B���������	���@(*��������� �
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m [!`@Z@[!n$]
� ��� ��� M�� + * � 7P� �-C * + z O � �!�������!�+7 Φ �������:�����+����	�������

>/����������
��������$���������2����
�������-C!����(*��
�
3���	��>/�������$�����$�����������	�b���
(x, y)./����1����	�������$�-7����������4���!�������$�� �$�)���	�������

lim
h→o+

1

h

∣∣Φ(x + h, y)− Φ(x, y)
∣∣ = +∞ M

1
O

1����	�����-C

� � � � \@a
�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@kDa � i8e![!k*]

�����������	�K����	�������<����
�����������������K�$�)���	�K���!�"������
�������	���R�
��3#
���J(*��������'��o(*1����	����
� � | ) ./���8�A� ������������0�
�������� ./��� 
3(*� � � � � � C"����
��������:�������:��
���(*��
����	�����4� ���������	��
����u����
��46�����6���
�1����)� � + z,� 7D�"���3#(*�3� � � � ���	����� ��
3�$��5������������!� �;C�����
�� ��� � � , |��8(*����������(*� M ��%DC � ��z,� 7
� �-C � �${ � � ��zJ��� � z ��� 7/� �-C ) O�C

f�] e � ]-j � hDZI]
� � � ����� f(x)

7
x = (x1, . . . , xn) ∈ U(x0)

7q����
������#
���<������� � Z c wKa�\@a

�
[!Z@[!e!i8a*] wKa ��
3�;7;����Y��� �������-7 \@a

�
[!Z@[!e!i8a 	

Z@[!k*] \@a*]
x0 = (x0

1, . . . , x
0
n)

./����1����+>/��7��b� ���)�$���������y�$���$�)���
Ai����s%$�!���R���$� ���

A = (A1, . . . , An)

���5��������-7b��������5������������	�

x0 # >/�
���

f
# >/�2�$�?>/��� �������	7������

f(x)− f(x0)− (A, x− x0)
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‖x− x0‖ =

n∑

i=1

|xi − x0
i |

M
2
O

����s%$�!����
�M ��%DC } 7 � C � C M z OW1����	�����$OI���!./���!�"�����U
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∣∣f(x)− f(x0)− (A, x− x0)
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ωx0(x) =





f(x)− f(x0)− (A, x− x0)
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x = x0.
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m > n
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x ∈ U(x0)
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(xn+1, . . . , xm) ∈
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F (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) = f(x1, . . . , xn)
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x=(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm)∈R
m+n ./����1����	���

F (x)
����
�������<���!�"������
�����������������

x 0 = (x0
1, . . . , x

0
n, x

0
n+1,. . .,x

0
m)

∈ Rm+n ./����1����+>/� 0��������	�
(x0

n+1, . . . , x
0
m) ∈ Rm−n 
���5������������������

���I����� ���	�I�������

dF (x 0)(dx1, . . . , dxm) = df(x0)(dx1, . . . , dxn)
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∣∣∣f(x)− f(x0)−
n∑

i=1

f ′
xi

(x0) · (xi − x0
i )

∣∣∣ < ε‖x− x0‖, M
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0 < |xk − x0
k| < δ/m

7
k = 1, . . . , n

C
������� ��
���

F
����
���������3�������������

xn+1, . . . , xm
����	����������������#

�����B�+7�������1����
F ′
xj

(x 0) = 0
0������	�

j = n + 1, . . . , m
��
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����	�)#

�������������AM ��%DCNzqC � C M z O)1����	�������@������������
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s%$������� ‖x− x0‖ < ‖x− x 0‖ ��1����	�����H
��������$���������

|xn+1 − x0
n+1|, . . . , |xm − x0

m|
�$���$1����������������DC 5�����&����	7P������'��B� |xj−x0

j | < δ/m
7
j = n+1, . . . , m

C
����(*���$����������7

∣∣∣F (x)− F (x 0)−
m∑

i=1

(xk − x0
k)F

′
xk

(x 0)
∣∣∣ < ε‖x− x 0‖, M
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0 < ‖x− x 0‖ =
m∑

i=1

|xk − x0
k| < m · δ

m
= δ.

��������� ���	7
F

����
�������@���!�"������
�����������������
x 0 ./����1����+>/�:���

dF (x 0)(dx1, . . . , dxm) =

=

m∑

k=1

F ′
xk

(x 0)dxk =

n∑

k=1

f ′
xk

(x0)dxk = df(x0)(dx1, . . . , dxn).

d [!\@[!f�a
� ��� ����� �!�������!�+7����B��� x1

����	�������
a(x1)

����
���������
x0

1./����1����+>/�B�������4�$���$�)���	�
a′(x0

1)
./���������������	�-7 %$���	�

b(x2)
����
������#

���J5��
x0

2

./����1����+>/� �A�$���$�)���	�
b′(x0

2)
./���������������	�-C�����(*��


ϕ(x1, x2) = a(x1) + b(x2), ψ(x1, x2) = a(x1) · b(x2),

ω(x1, x2) = a(x1)/b(x2)
����
�����������UM �b�

x0
2

./����1����	���K�����������)(*�
b(x2) 6= 0

O+�����!�u���!�"������
3#
������	�

(x0
1, x

0
2)

./����1����+>/�:���I�����B���������	���H1����	���������-,

dϕ(x0
1, x

0
2) = a′(x0

1)dx1 + b′(x0
2)dx2,
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dψ(x0
1, x

0
2) = a′(x0

1)b(x
0
2)dx1 + b′(x0

2)a(x
0
1)dx2,
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dω(x0
1, x

0
2) =

1

b2(x0
2)

[
a′(x0

1)b(x
0
1)dx1 − b′(x0

2)a(x
0
1)dx2

]
.
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(x0

1, x2)
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b(x2)
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(x1, x2)
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�����������������+0������	�
(x1, x

0
2)

./����1����+>/��C-���������
a(x1)
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b(x2)
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�������-7P����� ����
(x1, x2)
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�����������-7-���B�������)#
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1, x

0
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u
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d(cu) = c du (c
�3�������������

),
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d(u± v) = du± dv, M
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O

d(uv) = u dv + v du,
M
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O

d
(u
v

)
=
v du− u dv

v2
(v 6= 0).
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d [!e!a d hDe$] � ��� ����� ����� ���� zqC * C �R./��
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3�D7
f
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3#
��������J���!�"������
�������������������

x0 ./����1����+>/�:�?./�������

n∑

i=1

f ′
xi

(x0)dxi =
(
grad f(x0), dx
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���������

�/./0�����1��������$�� 5��
x0 ./����1����+>/��CG�������@�$�����8�G�$1�����������Y� ��������� �����
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x0 = (0, 0)
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d [!e!a d hDe$] � ��� � � � ���B������	��������
��g����
�����������������FzqC ) C ��� ��
3�$�?>N#
'���������� �b%$������� � C ) # (*����������3��� � ��
3�$�?>/'��������DC@������� �$��	�����
������	���
� ��
�����%$���	�B� ���B���

t
����	�������

y = λ(t)
����
�������-C

λ(t)
����
���������

t0
./����1����+>/�H���!�"������
�������������������-7�zqC ) C �A� ��
3�$�?>/'��������U����%$�������!�+7
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lim
t→t0

λ(t)− λ(t0)− (t− t0) · λ′(t0)
|t− t0|

= 0
M
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lim
t→t0

λ(t)− λ(t0)− (t− t0) · λ′(t0)
t− t0

= 0
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t > t0
7b����(*��
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t < t0
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HM z + O # (*� |t− t0| = −(t− t0)
���W����'����!�

���$���RM z �DO81����	�������DC

d [!e!a d hDe$] � ��� ��� � �����������+���P���	����%$�����������@��� ���$�+����
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u = f(x)
7
x ∈ Rn 7�����
���������y��
���(*��
����	������
��Q
������������	���-7

��C��-C
u ∈ R

C"�b��5��y� ������
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u = (u1, . . . , um)

7s��C��-C
u ∈ Rm 7s����(*��
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uj = uj(x1,. . ., xn)
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�1)�������g���
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xi

(x0)
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��?./���	��� ������1�5�����3#
�����$���A������� ��
���� ����
��-7s�����

x0 ./����1����+>/�
f

����
���������K���!�"������
����#
��������������������
K� ������������
������������E�����$�

df(x0)
���!�"������
�������	���g./���)#

������� ��
����@(*�3�$��&��	�����	������M ) O8���RM * O	�"�����3���	�����!�+C��� �����<���������������9���������A
��?./���	������1�5�����������$����������� ��
����-72�����
n∑
k=1

f ′
x̂k

(x0)dxk
�4�������Y��
3�;7W���� ��� �������-7 n∑

k=1

dx̂k
f(x0)

�4������� �$����#
�)���	����������
:� ������������
������������

f
����
���������J���!�"������
�������������������

x0

./����1����+>/�F���
df(x0)

���!�"����������	� 1����	��� ���!�����3���	���Y���9�����
�4����������
�C

0��������	�����g�3��(*����&��	����� 	�������0����	�������3� (*��������� ������� ���������������
�$��%$�!�+C

m [!`@Z@[!n$] � ��� ��� M�� �${ , � O � f ����
�������������!�"������
����������������������#
�������

x0 ./����1����+>/�2��������	�������	� ���+�$��5����������$��� n∑
k=1

f ′
x̂k

(x0)dxk
�4��#

�����D7-��
3�A�������� �������-7 n∑
k=1

dx̂k
f(x0)

�4�������	�$���$�)���	�����-C*���!�����3���	�	���
�4�������+�$���$�)���	�������	(*��� �b%$��������(*�-7

df(x0)
���!�"������
�������	�2./����������� �3#

���RM ) O8���RM * O81����	���������!�+C
m [!`@Z@[!n$] � ��� � � � ����
�������������!�"������
����������������������������� ���������

./����1����+>/��7:��������	�������	�����F�$��5����������$��� ���E����
��������� ���!�����3���	�
����	�����!�V5����b%������H5�����&��Y���!�"������
�������������������H���������	./����1����+>/��C

d [!e!a d hDe$] � ��� ����� ������������� ) C zqC z$#L�!�����)%��$
����	���@���@�
��������	�:(*�3#
�G�$�������������-7P����� n∑

k=1

f ′
xk

(x0)dxk
�4�������8�$���$�)���	�����8���E�?./�������

f
����
3#

��������J���!�"������
���������������������
x0 ./����1����+>/��7G�$�?>/��� �������	C

� � � � n![!`@Z@[ m [!`@Z@[!n$]<\@a
�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*]-j)[

����� ����K��
���%$� �+7����!�����3���	�B5����b%������B5�����&��U./���������������	���+� ��
3#
�$�?>/'�������(*�W����
��?./���	�������I�����������!���3���������!��� 
���5��������-CG�b�U����
�������
��������5������������	���

m
����������
��������Q����	����>/��7�����(*��
4��� ����
�����������������
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m− 1
����	�W
��������$���������@�����������!���@�3�����������-CG�3�W������	�������	���

����	5��@��'��������	�A5����b%������A5�����&�� ./���������������	����� ��
3�$�?>/'�������#L���)�$�3#
�����������������DC
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����$����� ���������	��
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f
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3#

����������������
x0 ./����1����+>/�B���!�����3���	�+5����b%������	5�����&��9./���������������	���

� ��
3�$�?>/'�������(*�A����
��?./���	�H0������	�
cj

�3�����������<������'����!� �?#L���R1����	���	7
����(*��
I���$� ��
����������T����'��������	�R0������	�y�$���������������B�������)���	�y�$���$�)�G#
�	�����R�$��5����������$����M ��������	�����	�����U��(*5��������$O

f
����
���������g���!�"������
3#

����������������������������
x0 ./����1����+>/��7���C��-C����Q./����1����+>/�

f
����
���������

���!�����3���	�U����	�����!� 5����b%������g5�����&�� ���!�"������
�����������������������������
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3�;7/���� ��� �������-7

anggrad f(x0)
#L���@�$���$�)���	���������������DC

���K�"����1)�U�������g6�������1���5����	�g��
���(*��
����	�����g����
���������U� ������5����	�3#
�����$���U���!�"������
�������������������?>/�gM ��%DCb���������B�BOH���R��� 	�����������0����	�����B�
(*��������� �I���������������I�$��%$�!�+C

m [!`@Z@[!n$] � � � ��� M�� �${Dz,� 7 � �${ , � O � f(x1, . . . , xn)
����
���������K���!�"�3#

����
�����������������������������
x0 = (x0

1, . . . , x
0
n)

./����1����+>/�<��������	�������	�
��� �$��5����������$���-7������	0������	�

k = 1, . . . , n
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���(*��
����	���������������H�$���$�)�G#

�	�I��0��)� ] ZI] aDe!_@[!e � c Z@a�t c m p c Z@agtD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wK[!kDa

Dx̂k
f(x0) = lim

xk→x0
k

|xj−x0
j |≤|xk−x0

k|
j 6=k

f(x)− f(x(x0
k))

xk − x0
k

.
M
1
O

d [!\@[!f�a � � � ��� M�� �${Dz,� 7 � �${ , � O � 0������	�
Dx̂k

f(x0)
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@� ������������
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f ′
x̂k
f(x0)

#L���Q�$���$�)���	�����A���Q1����	�)#
�������-,

f ′
x̂k
f(x0) = Dx̂k

f(x0), k = 1, . . . , n,
M
2
O

df(x0) =
n∑

k=1

Dx̂k
f(x0)dxk.

M
3
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d [!\@[!f�a � � � ��� M�� �${ , � O � 0������	� Dx̂k
f(x0)
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���!� 5����b%��������X5�����&�� ���!�"������
���������������
x0 ./����1����+>/�H��
3�;7"����

��� �������-7
anggrad f(x0)
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D̂f(x0) =
(
Dx̂1f(x0), . . . , Dx̂nf(x0)

)
,

M
4
O
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D̂f(x0)
#L��� �$���$�)���	����� ��
3�;7U���� ��� �������-7

anggrad f(x0)
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D̂f(x0)
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f
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��5����������	��
�1)�����F�������$�����������
x0 ./����1����+>/��C8������

D̂f(x0)
�$���$�)�G#
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df(x0) =
(
D̂f(x0), dx

)
.
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O
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���(*
��B�+7/����� ) C ) C �H���������������J��5����������	��
�1)�������
m [!`@Z@[!n$] � � � � � � f ����
���������

x0 ./����1����+>/�;���!�"������
���������������)#
�������������o��������	�������	�V�����$��5����������$���

f
#L���u���!�����3���	�V����	�����!�

��������
�1���
3��������� 5����b%�������5�����&��T���!�"������
�����������������������������J./���)#
1����+>/�4��
3�;7/�������� �������-7

D̂f(x0)
#L���@�$���$�)���	�����-C

� ��� � n$] f�] wKa m [!kDaU\@a
�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*]-j)[
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�������������������?>/�����F� ����������5����	���!� >/��� ��#
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���������DC

� aDe$] \I] \@[!k*] � ��� ��� M�� �${Dz,� 7 � �${ , � O � �!�������!� � ���������
αj > 0

7
j = 1, . . . , n

7�����s%$�������-C�����(*��
:0������	�
(x1, . . . , xn) ∈ Rn ./����1����+>/�

�/./0�����1��
ϕ(x1, . . . , xn) = |x1|α1 · |x2|α2 · · · |xn|αn

M ��O
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α1 + α2 + · · ·+ αn > 1
M z O

6����������-C
5�����&����	7

ν(x1, . . . , xn) = (|x1| · · · |xn|)α
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���������Q���!�"������
����#

�������������������������
x0 ./����1����+>/��7���������	�������	�J���@�$��5����������$���

α > 1
n��1����	�������H(*�3�$�)���	�����-C

� ] tDn$] Z@a � `@k*] �() C ) C M ��O81����	�������y����
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Dx̂k
ϕ(x0)= lim

xk→0
|xj |≤|xk|

|x1|α1 · · · |xn|αn

xk
= lim

xk→0
|xj |≤|xk|

|xk|
xk
· |x1|α1 · · · |xn|αn

|xk|
.

���	���!���!���������T6�������������(*�H� ���������D,

|x1|α1 · · · |xn|αn

|xk|
≤

≤ |xk|α1 · · · |xk|αk−1 · |xk|αk−1 · |xk|αk+1 · · · |xk|αn =

= |xk|(α1+·+αk−1+αk+αk+1+···+αn)−1 → 0, xk → 0.

��������� ���	7
Dx̂k

ϕ(x0) = 0
0������	�

k = 1, . . . , n
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���(*��
����	���������������K���

) C ) C M ) O81����	�����!�

dϕ(x0) = 0.
M ) O

] c i8aDwK[!kDwK`@k*] � � ��������� αj > 0
���A���G(*�����!�+7;�����

α1 + · · · +
αn ≤ 1

CG����(*��
4���V���)�$���������Q���� ���B���W�$���$�)���	�
Dx̂k

ϕ(x0)
���@������#

1����
ϕ(x)

���Y�������Q���!�"������
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x0 # >/��CG�����B���	���7��b�9�����)�$�3#

���������I���������	�����+�$���$�)���	�
Dx̂k

ϕ(x0)
7/����(*��
+�$���$�)���	�I>/'��������H����
��3#

�������RM 5�����&��
xj = xk

(*��� �b%$��������(*��bO

|xk|α1 · · · |xk|αn

xk
=
|xk|α1+···+αn

xk
=
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|xk|
xk
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α1 + · · ·+ αn = 1,

|xk|
xk
· |xk|−β,

������
α1 + · · ·+ αn < 1,

β = 1− (α1 + · · ·+ αn)
� �����)�$��%����	�������D7���������$�4���Y�������DC

5�����&����	7

µ(x1, x2) =
√
|x1| · |x2|

M * O
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�������@���Y�������Q���!�"������
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./����1����+>/� ∗ C

d [!e!a d hDe$] � ��� ��� M�� �${ , � O � ./��
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λ(x1, x2) = |x1 · x2|2/3
M + O
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�����������!�"������
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(0, 0)
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λ(x1, x2)
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(a, 0)���
(0, b)

./����1����	���?>/��7�������
a 6= 0
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b 6= 0

M ����5��	���	,
ab 6= 0)
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λ(x1, x2)
����
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����(*�
(a, 0)

./����1����+>/��7
a 6= 0

7/�����)�$�����������

λ′x2
(a, 0) =

(
λ(a, x2)

)′
(0) = |a|2/3

(
|x2|2/3

)′
(0)

�$���$�)���	� 5�����&�� ./���������������	�-7 ���� ������������ ∗∗ C ����(*���$����������7
λ(x1, x2)
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ν(t) = t2/3
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t = 0./����1����+>/��7������ �����:������(*�
(0, 0)
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∗µ(x1, x2)
� ����2�
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������"�������� (0, 0)

* ��������&��,�
� �%!�+-����&1��"�� �H+ �,+ ����� ��2�$�������.��9+

∗∗ � � ��� �-�,(������ 
 (|x2|2/3)′(0+) = +∞ ��� (|x2|2/3)′(0−) = −∞ +
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t = |x1 · x2|
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(0, 0)
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λ(x1, x2) = |x1 · x2|2/3����
�������-C

d [!e!a d hDe$] � ��� � � � �b� k
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lim
xk→x0

k

|xj−x0
j |=|xk−x0

k|
j 6=k

f(x)− f(x(x0
k))

xk − x0
k

M �DO
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f(x1, . . . , xn)
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φ(x1, . . . , xn) =





n∑

j=1

|xj|βj ,
�b�90������	�

xj
���������
����8�������

,

0,
0������	�@��%$���I./����1����+>/�

M , O

����
�������<���!�"������
�����������������U�3%$���	���
x0 = (0, . . . , 0)

./����1����+>/�
���

dφ(x0) = 0.
M � O

������������
 ���B�����	7
φ(x1, . . . , xn)

����
������� ./0�����1����	��� 0������	�
(x1, . . . , xn) 6= x0 ./����1����+>/��C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � � ���������

Dx̂k
φ(x0) = lim

xk→0
|xj |≤|xk|
j 6=k

φ(x)− φ(x(x0
k))

xk
=
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� ��&�� � ��������
��	�����	�	&����	�$���	 	�	 	�	�����! �����	�$�#� � %	�����

. . .

� � �

= lim
xk→0

|xj |≤|xk|
j 6=k

n∑
j=1

|xj|βj − ∑
j 6=k
|xj|βj

xk
= lim

xk→0

|xk|
xk
· |xk|

βk

|xk|
= 0

���RM � O81����	�����I� ������������
������������ ) C ) C M ) O81����	����������
�C
φ(x1, . . . , xn)

����
���������K./0�����1����	�����K0������	�
x 6= x0 ./����1����+>/�

� ������������
�����������������������
�78�����R���)�$���������
x
#L5���
R5������������9�����E�����3#

�������������4./����1����	�������$�-7N���������4����� ��
2���B���:���������������������@� ���!./�������
φ
����
��������� ��
���(*��
����	������
��:���!./���!�"������
8
3���	���$5���
2���4����������������������#

���������W� ���!./������� 5��4�������!./���!�"������
8
3���	���$5���
�C*./��
�������������� ������1�5���#
��������	���-C

� aDe$] \I] \@[!k*] � ��� � � M�� �${ , � O � q > 1
����s%$�����H(*�3�$�����������

ψ(x1, . . . , xn) =

=





( n∑

j=1

|xj|
)q
,

�b�90������	�
xj

���������
����8�������
,

0,
0������	�@��%$���I./����1����+>/�

M |DO

����
����������������� M , O�1����	�����!� ��������3���	�
φ(x1, . . . , xn)

����
���������
�������$���������-C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ������

Dx̂k
ψ(x0) = lim

xk→0
|xj |≤|xk|
j 6=k

( n∑
j=1

|xj|
)q −

( ∑
j 6=k
|xj|

)q

xk
.

����� �����

∣∣∣∣

( n∑
j=1

|xj|
)q −

( ∑
j 6=k
|xj|

)q

xk

∣∣∣∣ ≤
2
( n∑
j=1

|xj|
)q

|xk|
≤



�%� � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

≤
2
( n∑
j=1

|xk|
)q

|xk|
=

2(n|xk|)q
|xk|

→ 0, xk → 0.

��������� ���	7
dψ(x0) = 0.

M �${DO
./0�����1����	�������Q�������8�$�?>/�����$�!�+7

ψ(x1, . . . , xn)
����
������� �3�$� �����$���AM , O1����	�����!����������3���	�

φ(x1, . . . , xn)
����
���������DC-./��
��������������4������1�5���#

��������	���-C
� aDe$] \I] \@[!k*] � ��� ��� M�� �${ , � O � α > 0

����s%$�����H(*�3�$�����������$�

ω(x1, . . . , xn) =

=





( n∑

j=1

x2
j

) 1+α
2
,

�b�90������	�
xj

���������
����8�������
,

0,
0������	�W��%$���I./����1����+>/�

M � ��O

����
��������� �������$��������� ��� �������-7D�����M , O)���JM |DO)1����	���������!����������3���	�
����
�������������$�-C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � � ���������

Dx̂k
ω(x0) = lim

xk→0
|xj |≤|xk|
j 6=k

( n∑
j=1

x2
j

) 1+α
2 −

( ∑
j 6=k

x2
j

) 1+α
2

xk

���

∣∣∣∣

( n∑
j=1

x2
j

) 1+α
2 −

(∑
j 6=k x

2
j

) 1+α
2

xk

∣∣∣∣ ≤
2
( n∑
j=1

x2
j

) 1+α
2

|xk|
≤

≤
2
( n∑
j=1

x2
k

) 1+α
2

|xk|
=

2(nx2
k)

1+α
2

|xk|
=
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. . .

�%� �

=
2n

1+α
2 |xk|1+α
|xk|

= 2n
1+α

2 · |xk|α → 0, xk → 0.

./��
��������������H������1�5�����������	���-C
� aDe$] \I] \@[!k*] � ��� ��� M�� �${ , � O �

g(x1, x2) =




x1x2 sin

1

x1x2
,

������
x1 · x2 6= 0,

0,
������

x1 · x2 = 0

M ��z O

����
�������2���!�"������
�����������������
x0 = (0, 0)

./����1����+>/�)���2�����$�8� ��������#
��
�1��

grad g(x1, x2)
������� �/./0�����1��

x0 # >/� ������� � �����	7 �����
grad g(x1, x2)

���Y�������Q� ��
3�$�?>/'����)���	�
x0 ./����1����	���Q�����������)(*�-C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] �

Dx̂1g(x
0) = lim

x1→0
|x2|≤|x1|

g(x1, x2)− g(0, x2)

x1
= lim

x1→0
|x2|≤|x1|

g(x1, x2)

x1
.

����� ������7

∣∣∣g(x1, x2)

x1

∣∣∣ =





0,
������

x2 = 0,∣∣∣x2 sin
1

x1x2

∣∣∣ ≤ |x2| ≤ |x1|,
������

x2 6= 0.

������1����
Dx̂1g(x

0) = 0
C2���$������������'������

Dx̂2g(x
0) = 0

1����	�������C
��������� ���	7

dg(x0) = 0.
M � ) O

(*���������G7G������
b 6= 0

7G����(*��

(0, b)

./����1����+>/�:� ���������D,

g′x1
(0, b) = lim

x1→0

g(x1, b)− g(0, b)
x1

= b · lim
x1→0

sin
1

bx1
.

������1����
g′x1

(0, b)
���u���)�$���������DC����$�����:���Y���)�$���������

g′x2
(a, 0)

7/������
a 6= 0

C"�3�A
���(*
������D7"�����
grad g(x1, x2)

���=�������A� ��
3�$�?>/'����)���	�
x0

./����1����	���U�����������)(*�<���<������1����Q���=(*����&��	�����<�����US�����
����3�<�/./0����3#
1��������Q�������$�����

x0 ./����1����+>/��C/./��
��������������H������1�5�����������	���-C



�%� � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

� aDe$] \I] \@[!k*] � ��� ��� M�� �${ , � O �

µ(x1, x2) =





x2
1 · x2

x2
1 + x2

2

,
������

x2
1 + x2

2 > 0,

0,
������

x1 = 0 = x2

M � * O

����
���������H�������H(*��������� �I�������$���������-,
��O
µ(x1, x2)

�/./0�����1����H0������	� ��

�

z O
gradµ(x1, x2)

�$���$�)���	���J0������	� ��

�

) O µ(x1, x2)
���Y�������J���!�"������
���������������

(0, 0)
./����1����+>/�

�

* O gradµ(x1, x2)
./0�����1����	���

(0, 0)
./����1����+>/��C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � µ(x1, x2)
����
���������I�/./0�����1������

(x1, x2) 6= (0, 0)./����1����	���?>/�R��(*5��������-C+���R����
���������E�/./0�����1����������������
x0 = (0, 0)./����1����+>/�@��������	�������	�A���H�$��5����������$��� } ��������� �NC � C M ��O:��� �NC � C M z O

1����	������
��g(*�3�$�)���	���3�
x0

1 = 0
���

x0
2 = 0

��
���(*��
����	�������������������D7
(*�3�$�����������$���	C�������������
�7�� ���������D,

∣∣µ(x1, x2)− µ(0, x2)
∣∣ =

∣∣µ(x1, x2)− µ(x1, 0)
∣∣ =

∣∣µ(x1, x2)
∣∣ =

=
x2

1 · |x2|
x2

1 + x2
2

<
x2

1 · |x2|
x2

1

= |x2| → 0, (x1, x2)→ (0, 0).

��������� ���	7
µ(x1, x2)

����
������� �/./0�����1����
(0, 0)

./����1����+>/���C
gradµ(x1, x2)

#L���U�$���$�)���	�����
(x1, x2) 6= (0, 0)

./����1����	���?>/�As%$��#
�����-7 %$���	�

(0, 0)
./����1����	���$�!������� � ���������

µ′
x1

(0, 0) =
(µ(x1, 0))′(0) = 0 = µ′

x2
(0, 0)

C���������� ���	7
gradµ(x1, x2)

�$���$�)���	���
0������	� ��
�C

µ(x1, x2)
����
���������g���������!�"������
�������������������

(0, 0)
./����1����+>/�

� ������������
������������
Dx̂1µ(x0)

#L���	�������)�$��������������
�7 ����� ���	�!�����	C-�3�8��5���#

����$5�
����	�	�������)�$���������D7 ������� ��
��� ) C ) C M ��O;1����	������� k = 1

(*��� �b%$���3#
�������������Q�������H�$��%$�

lim
x1→0

|x2|≤|x1|

x2
1 · x2

x1(x2
1 + x2

2)
= lim

x1→0
|x2|≤|x1|

x1 · x2

x2
1 + x2

2
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. . .

�%���

���F�3��>/'������������ ���)�$���������DC	�����B���	���7	�!�������!�
0 < ` < 1

���
� ��
�����%$���	�B�X5�����&�� (*��� �b%$�������

x2 = `x1
C�����(*��
 |x2| < |x1|

���K����#
'��������	�:(*� �"�����������4��1����	�������

`/(1 + `2)
����s%$���DCN�3�@
���(*
������D7N�����

Dx̂1µ(0, 0)
���Y���)�$���������y���I������1����4���Y���)�$���������

dµ(0, 0)
C

�����$���$�)���8�D7
gradµ(x1, x2)

#L���
(0, 0)

./����1����+>/�"�/./0�����1��������2(*���3#
�b%$��������(*�@�����)�$�����������

dµ(0, 0)
7*��������$�	���V�������DCN./��
��������������I�����3#

1�5�����������	���-C

d [!\@[!f�a � ��� ����� ������������� zqC � C �?# (*� 
���%��$��
���� 1����8�$1��������
F (x1, x2)

����
���������8�$���$�)���	�	� ����������
�1��+�������
K
# �	0������	�2(*��� �B./���)#

1����+>/��7������ �����y�$���$�)���	�E5����b%������g� ����������
�1��U��� �������
µ2 >/�������

����1�0����
E ⊂ Q

�$�����������	��>/�:������
��C

� ��� � `@Z@i8hDwA] \@a*] e!a
� c e!^!i8aDa � \@a

�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@kDa �

] c i8aDwK[!kD[!wKag\I] � ] tDn$] Z@a � aUv aDZ@`@kD[!kDa
����� 
������������	� ����	�������V
������������ ����
����������� � � ������� 5�����(*��#

���K�����!�=5�����6��	���3�������R����	����������
����	�?>N��� ����
���������!����
�C�������1�����7
���?>/��
3(*��./��
����	���

n = 2
��
���(*��
����	�������9(*�3�$�����������$�g(*������� ����� 	������)#

����0����	�����B�Y����	5���C
����������	�������

ϕ(x)
7
x = (x1, x2)

7W����
��������� ���!�"������
�������3#
�����������

x0 = (x0
1, x

0
2)

./����1����+>/�4
���(*
������

lim
x1→x0

1

x2→x0
2

ϕ(x)−ϕ(x0)−(x1−x0
1)ϕ

′
x1

(x0)−(x2−x0
2)ϕ

′
x2

(x0)

|x1 − x0
1|+ |x2 − x0

2|
= 0

M ��O

1����	�������D7;%$���	� ‖ · ‖3 
������������ ������0���
��������$���U5��FM ������� } 7 � C � C M �DO
1����	�����$O

ϕ(x0 + r cos θ, y0 + r sin θ)−
−ϕ(x0)− ϕ′

x1
(x0)r cos θ − ϕ′

x2
(x0)r sin θ = o(r), r → 0,

M
1′ O

1����	�������H(*�3�$�)���	�������y����
����������
θ
# �J���������B�+C



�%� � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

5����b%������ 5�����&��
ϕ′
x̂1

(x0)
./���������������	���I���)�$���������

x0 ./����1����+>/�

���(*
������D7������40��������	�

c2 > 0
�3���������������������K���)�$���������y���4�3��������������#

� ��
	�������)��5������������	�I(*��������� �W>/'��������

ϕ′
x̂1

(x0) = lim
x1→x0

1

|x2−x0
2|≤c2|x1−x0

1|

ϕ(x1, x2)− ϕ(x0
1, x2)

x1 − x0
1

.
M z O

��
����	��� ���������	7
ϕ′
x̂2

(x0)
#L���H���)�$���������J
���(*
������I(*��������� �@>/'��������

ϕ′
x̂2

(x0) = lim
x2→x0

2

|x1−x0
1|≤c1|x2−x0

2|

ϕ(x1, x2)− ϕ(x1, x
0
2)

x2 − x0
2

M ) O

���)�$�����������	���B�����8�������)��5����������	�������4
��������$���������
c1>0

�3�������������$� ��
�C

��� n = 2
(*��� �b%$�����������������+&������!����� ) C zqC �B���������������8�������B(*��������� ��$��%$��C

m [!`@Z@[!n$] � ��� ��� M�� | |�� 7 � �${ , � O � ϕ(x1, x2)
����
���������J���!�"������
����#

�������������������������
x0 = (x0

1, x
0
2)

./����1����+>/�8��������	�������	�W���	�$��5���������#
�$���+5����b%������	5�����&��

ϕ′
x̂1

(x0)
���

ϕ′
x̂2

(x0)
./���������������	�������4�$���$�)���	�)#

���I��
3�;7/���� ��� �������-7

anggradϕ(x0) =
(
ϕ′
x̂1

(x0), ϕ′
x̂2

(x0)
) M * O

5����b%������g� ����������
�1����E�$���$�)���	�����-C
anggradϕ(x0)

#L���g�$���$�)���	�����
5��I��5����������	��
�1)�������

dϕ(x0) = ϕ′
x̂1

(x0)dx1 + ϕ′
x̂1

(x0)dx2
M + O

1����	�������DC

����1�0����	���$�����������	���	���������$���������������$��( �����	�������	��&��	�����B������1�5���s#
���3�@(*��������� �
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�%� �

m [!`@Z@[!n$] � ��� ��� M�� | |�� 7 � �${ , � O � ϕ(x1, x2)
����
���������J���!�"������
����#

�������������������������
x0 = (x0

1, x
0
2)

./����1����+>/�8��������	�������	�W���	�$��5���������#
�$���I���B���I������
�

c > 0
�3���������������������J�$���$�)���	�J��0��)�I(*��������� �

lim
x1→x0

1

|x2−x0
2|≤c|x1−x0

1|

ϕ(x1, x2)− ϕ(x0
1, x2)

x1 − x0
1

,
M �DO

lim
x2→x0

2

|x2−x0
2|≥c|x1−x0

1|

ϕ(x1, x2)− ϕ(x1, x
0
2)

x2 − x0
2

M , O

>/'����������-C)���H>/'��������������$���$�)���	�������U(*��� �b%$��������(*�-7)���$��
��A(*�3�$����������#
�$���Y1����	���

ϕ′
x̂1

(x0)
���

ϕ′
x̂2

(x0)
����s%$���������DC
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1, x2)

x1 − x0
1

,
M � O

Dx̂2ϕ(x0) = lim
x2→x0

2

|x1−x0
1|≤|x2−x0

2|

ϕ(x1, x2)− ϕ(x1, x
0
2)

x2 − x0
2

.
M |DO

������������
4���B�����	7G���2�$��������� ���W�$���$�)���	�������H(*��� �b%$��������(*�W�$�)���8#
�������W(*��������� �@1����	���������-,

ϕ′
x̂1

(x0) = Dx̂1ϕ(x0), ϕ′
x̂2

(x0) = Dx̂2ϕ(x0),
M �${DO

dϕ(x0) = Dx̂1ϕ(x0)dx1 +Dx̂2ϕ(x0)dx2.
M � ��O

x
���

y
����	�����������

f(x, y)
����
�����������������QM � O;���@M |DO�1����	���������-7

x0 = 0
���

y0 = 0
5�����&��=(*��� �b%$�����������������D7��?./���������K(*��������� 
���������#

�����,

Dx̂f(O) = lim
(x,y)→(0,0)
−|x|≤y≤|x|

f(x, y)− f(0, y)

x
,

M ��z O
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������
x0 ∈ A

���
x ∈ B 7-����(*��


χ
A
(x)−χ

A
(x0) = −1

C �b��5��
x0 ∈ B���

x ∈ A
7	����(*��


χ
A
(x) − χ

A
(x0) = 1

C	����������
g��(*5��������
χ

A
(x)����
����������./0�����1����	����� 0��������

x0 ∈ (0, 1)
./����1����+>/��7	������� ��
���

x0
./����1����	���K0��������

(x0 − δ, x0 + δ) ⊂ (0, 1)
�����������)(*�J���)�$���������

����� ����
A

�$�����������	���D7D���$�
B

�$�����������	���:./����1����	�����-C-��
����	��� �������
�������$�����������$���

B
�$�����������	��������%$���$���!���������	�

χ
B
(τ)

����
�������
(0, 1)��
�1����������+>/��C�� ��
3�G�$�?>/'��������	�

M(x) =

x∫

0

χ
A
(t) dt, N(y) =

y∫

0

χ
B
(τ) dτ

L
#L��
�1���� �����	�������$� ��
JM ��������S��	�3�Q����
�������W���	���V� ��������� �����-7G��%DC }�}�} 7

����� ���	�!��� ) C ) C * O2����'��������	�H�����I����	�������
ν(x, y) = M(x) +N(y)����
������� �����$���8��1)������� �/./0�����1����

Q = [0, 1]2
5�����������1�>/�uM ��%DC

������� }�� 7-zqC ) C M ��O"1����	�����$O;���8���!���������	0������	� (x, y) ∈ Q ./����1����+>/�
�����J�������

dν(x, y) = χ
A
(x) dx+ χ

B
(y) dy

���!�"������
�������	�WM ��%DC!(*������� �8zqC * C �2���)������������
 O�CP������� ��
���<���B������	��#
������
��4����
�������4./���������������8� ��� �b%$�������4�����$�����B&��	�������	5�����&���./�������)#
�������	�W��� �����	����	�������H���������B� M ��%DC * C ��O�7N������1���� dν(x, y) ���!�"������
3#
������	���Q���)�$�����������

(x, y) ∈ Q ./����1����	���?>/�

strgrad ν(x, y) =
(
χ

A
(x), χ

B
(y)

)
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grad ν(x, y) =
(
χ

A
(x), χ

B
(y)

)

./0�����1����	���J���!���������Q0������	�
(x, y) ∈ Q ./����1����+>/��C

��������� ���	7;���!���������A0������	� ��

Q
# >/�

strgrad ν(x, y)
�$���$�)���	���A���

grad ν(x, y)
�R./0�����1����	�-Cs�������������@������1�5�����������	���-C

� ��� � r!wKaD[!Z@aUf�ZI] \@aD[!e!_@a �
� ] � Z c wK`@k*]�a � hD[!h �
\@a

�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*] �

m [!`@Z@[!n$]
� ��� ��� M�� | |�� 7 � �${Dz,� 7 � �${ , � O � strgrad f(x0)

#L���<�$���$�)�G#
�	����������
 � ������������
������������

df(x0)
���!�"������
�������	���u���)�$���������Y���

1����	������
��

df(x0) =

n∑

k=1

f ′
[xk](x

0)dxk,
M ��O

df(x0) =
n∑

k=1

d[xk]f(x0).
M z O

\I] n!_@tDaDi8[!k*] 6����������	�-C
x0 ./����1����	���Q�����������)(*�W�$���$�)���	���

f(x)− f(x0)−
n∑

k=1

(xk − x0
k)f

′
[xk](x

0)
M ) O

� �����)�$��%����	�����-7����������	���� �������?./�����B� (*��������� 
����������	,
[
f(x)− f(x(x0

1))− (x1 − x0
1)f

′
[x1]

(x0)
]
+

+
[
f(x(x0

1))− f
(
x(x0

1, x
0
2)

)
− (x2 − x0

2)f
′
[x2](x

0)
]

+ · · ·+

+
[
f(x0(xn))− f(x0)− (xn − x0

n)f
′
[xn](x

0)
]
.

M * O
���!�����3���	��5�����������1)���	���"��	3%$���	�������������B� � ����������0���
��B� * C � C M ) O(*� �"���$�����-CE������������
T���B�����	7

k = 2, . . . , n
��
���(*��
����	�������������������



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

* C � C M ) O/��1����	������(*�B./��
����!./���U��
����	������$���!�
xj=x0

j

7
j=1, . . . , k−1

7
5�����&��V��
���(*��
����	������
��-C

������1����EM ) OH� �����)�$��%����	�������F�����$���8��1)�����g��
���(*��
����	�����g
���5��	�3#
�����-7/���������

ε
(
|x1 − x0

1|+ |x2 − x0
2|+ · · ·+ |xn − x0

n|
)

= ε‖x− x0‖.
��������� ���	7

df(x0)
���)�$���������DC

\I] n!_@tDaDi8[!k*] ���������y������'������ ) C zqC �g���������������g� ������0���
������!� ���
* C � C zJ./��
����������������Q� �!�������	���!./��
������!�+C"�������������I������1�5�����������	���-C

s%$�������-7W����� * C zqC ����� * C * C � ����������������������
F� ������������
������������
5������ ���E�
��������	�8�������������B�������B(*�3�$��%$���-7������b����
���������8� ����������
�1����
�/./0�����1������<���������J./����1����+>/�Q�?./�������U���Q����
���������U���!�"������
�������	���
���)�$�����������Q���������4./����1����+>/�JM�� * � 7/� �-C �$| + �

� ��� 7G� �-C )�, |DO�C

� aDe$] \I] \@[!k*]
� ��� ��� M�� | |�� 71� �${Dz,� 71� �${ , � O � anggrad f(x0)

#L���@�$����#
�)���	����������
2��
3�;7D����E��� �������-7

df(x0)
���!�"������
�������	���W���)�$��������������


���Y� ������������
������������
strgrad f(x0)

#L���H���)�$���������-C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � � ��
�����%$���	�B� ) C * C M + O81����	�����!�Y��������3���	�

λ(x1, x2) = |x1 · x2|2/3
M + O

����
�������-7����������	��A���!�"������
�����������������
x0 = (0, 0)

./����1����+>/��C$��%$�	�
����	�����
��B�+7N�����

strgradλ(x0)
��� ���)�$���������DC/�����B���	���7

x1 > 0
5����)#

&�� (*��� �b%$���������$���y� ���������

∆[x0
1]
λ(x1, x2)

x1
=

(x1|x2|)2/3

x1
=

(x2
2

x1

)1/3

1����	�����-CN���B(*� �"�������������W>/'��������@��� �������D7N������
(x1, x2)→ (0, 0)

C
�3�@� ������������
������������H����������
�7G�����8�3�W(*� �"����������� ���!./���!�"�����I��%$��������#
��%$���y����s%$�����$5���
�7"������

x1 = x2
2

M 1����	���
1
#L���PO4���Q������

x1 = x2M ���!./���!�"�����Q
3���	���$5���
 O�C
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��������� ���	7
λ(x1, x2)

����
���������
(0, 0)

./����1����+>/�K��� �������
x1
#L�!�

&��	�������R5�����&��=./���������������	�-C)����(*���$��������� ∗ 7 strgradλ(0, 0)
���X���)#

�$���������DC

d [!e!a d hDe$] � ��� ������* C zqC �g���������������E��� * C * C ��./��
����������������F�����3#
1�5�����������$��� 	���1������������	�I�3� �4���	���������I� ����	�����
�������
�7G�����@M + O21����	�)#���!� ��������3���	�

λ(x1, x2)
����
���������I� ����������
�1��@�������:�/./0�����1��

(0, 0)./����1����+>/��C

d [!\@[!f�a
� ��� ����� �b� ����
���������F� ����������
�1��g�/./0�����1����9��
3�;72����

��� �������-7/�b�E����
�������:�/./0�����1����V���!�"������
�����������������@���������+./����1����8#
>/��7s����(*��
W�3�A����
�������Q���!�"������
��������������������y��������� ./����1����+>/��Cs(*����#
�)��
��������	�H��1�5���������I������������-C

d [!\@[!f�a
� ��� ��� � �b�A����
�������+���!�����3���	�+����	�����!�F&��	������5�����&��

���!�"������
�����������������R���������H./����1����+>/��7b����(*��
H�3�U����
�������A���!�"������
3#
�������������������I���������4./����1����+>/��CG(*�����)��
��������	�H��1�5���������I������������-C

d [!e!a d hDe$] � ��� ��� � ����� ���� ��
���%$� �+7JM + O<1����	�����!� ��������3���	�
λ(x1, x2)

����
�������4���!�"������
�����������������
(0, 0)

./����1����+>/��7*����� �����B���
���)�$���������

strgradλ(0, 0)
C"������������
H����5�����(*���������!�+7b����
��������������X����#

�����I5��!�b%$���-,G����������
����Y�"���B����(*����&��	�����@��0��)�H���$� ��./����1����4��� �$���3#
�������	� �H���45��!�b%$���?>/� 6������G%��Q��&��	�����@(*��������� �

m [!`@Z@[!n$]
� ��� ��� M�� � * + � O � 0��������	�	
���1)�������8����� n ≥ 2

����s%$������#
�������W���)�$���������@���$� ���	�/./0�����1��

f : Rn → R
����
�������-7*���������	��E����#

�"������
�����������������y���!���������A0������	� ��
@���Q���������@�����)�Q�$���$�)��� &��	�����
� ����������
�1)�J����5��	�������	���Q���!���������J0������	� ��
�C

∗ ��� � ��������
������"���� � ����2�
���%( ���	(�����&1���=��� ��2��������	( (������������%��&1� ��&1�������
������������������
 ����� �%!�+ �H+ �,+ � � � � ����2�
��� 2�$�������.��9+



� ��� ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

� ��� � \@a
�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@kDa � � ] tDn$] Z@a � aUv aDZ@`@k*]�i8hDwA] \ m ]

^!hD[!e$] tDZ@[!kDa � n!aDn$] Z m \@a
�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@kDa � ] �

����� ����T��
���%$� �+7 * C * C M + OK1����	�����!� � ��
3�$�?>/'����)���	�
λ(x1, x2)����
�������y���!�"������
�����������������

(0, 0)
./����1����+>/�I���K�����R���@./����1����8#

>/�W��� �������A������$���$�)���	�K���Q������G�$���$�)���	�=&��	�������y5�����&��o./���)#
�����������	�����-C;�3�<���������!�������<�����?>/��7;����� ) C zqC M ��O ��� ����������������
J���=� ��#
����������
������������

f ′
[xk](x

0)
#L���@���)�$���������

df(x0)
���!�"������
�������	���H���)�$�3#

���������$���DC
) C zqC M ��OH��� �����������<�$��( �����	�������9��&��	�����<���B�������B����������5�����(*�����B�

���B���@�V����� ����� ����
���������H���!�"������
�������������������
n
����	�������J���������B�

���
n − 1

����	�����������������B�+74�b��5�� �����$����� �����	���!� &��	������� 5�����&��
./���������������	�!�Y���B���I���������	�����4����	�������Q���������B�+C

���@5�����(*���)�R�!�"���3�$��������� ) C zqC M ��O:��� ����������������
H� ������������
������ (*���3#
����� �

m [!`@Z@[!n$]
� ��� ��� M�� �${Dz,� 7)� �${ , � O � f(x1, . . . , xn)

����
���������V����#
�"������
�����������������������������

x0 = (x0
1, . . . , x

0
n)

./����1����+>/�@�$��5����������$���
x0 # >/�:�$���$�)���	�y��0��)�K���B���Q���������	�����W&��	�������Q5�����&��o./���������������	�-7
�!�������!�

f ′
[xk](x

0)
���I���������4�����)�D7

x0 ./����1����+>/�4���!�"������
���������������
��0��)� 0������	�:����
�����	���
��

n−1
����	�������$� ��
B(*������� �����

x(x0
k)


���5����������
f(x(x0

k)) = f(x1, . . . , xk−1, x
0
k, xk+1, . . . , xn)

����
�������-C
	�����
y(*��� ����&��	���9������������� * C + C �g� ����������0���
��B� ���������<��������������(*�

%��$��
��������	�
n−1

����	��������
��
f(x(x0

k))
����
��������� ���������B�����4�3�:6����)#

����)�����Y� ������� ��&����	�B� ����
�����7I�$��
�������� ��������'����!� �3%$���	��� ���B�
����	����>/�9��������5������������ ����
���������DC ������1����E�����B���������	����(*��������� �
�������������Y������� � �!�������	���!./��
������!�+7K���������B������	��������
�� ����
���������
./���������������	�:(*����&��	�����W� ��
3%$���8��� ����
����I����� ����9�����$�W&��	������� 5����)#
&�� ./���������������	�H���������:����	�����!�TM ��%DC * C ��O�C

m [!`@Z@[!n$]
� ��� ��� M�� �${ , � O � f(x1, . . . , xn)

����
�������������!�"������
����#
�������������������������

x0 = (x0
1, . . . , x

0
n)

./����1����+>/��7N�$��5����������$���I(*��������� �
6����������������H(*�3�$�)���	�����-,
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��O
f
# �
x0 # >/��S�����
����3�+�$���$�)���	�4&��	�������	5�����&���./���������������	�4���)#

�����	������7/�!�������!�+7
xk

����	�������Q���������B�
�z O

f(x(x0
k))

# �
x0 # >/�JS�����
����3�<�$���$�)���	��&��	��������5�����&��X./�������)#

�������	�W��%$���H���������	������7��!�������!�+7
x`

����	�������Q���������B�+7
` 6= k �

) O f(x(x0
k, x

0
`))

����
���������
x0 # >/�2S�����
����3�W�$���$�)���	�W&��	�������W5����)#

&��u./���������������	�Q./��
��������$� ��
@� ��
3��%$�������������	�A���������	�����
xs

����	�������
���������B�+7

x 6= k
7
s 6= ` ����V���$�9(*���������G7@��� 6���������)�������u�����$���$�)���8�o����'�������� ���B���

����	�������y����
���������
x0 # >/�4S�����
����3�I�$���$�)���	�I./���������������	�-C

���8��������������������
8����5�����(*���������!���$� � ������� ��'���
���(*
��)�D7N�����
n− 1����	�������

f(x(x0
k))

����
���������B�$���$�)���	�8&��	�������25�����&��g./���������������	���
���)�$���������

x0 ./����1����+>/�
x`

����	�������g���������B�+7;�$������
` 6= k

7;���G��#
1��A6������������

f(x)
����
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ẑk

(z0) =
1

2

(
f ′
x̂k

(z0)− if ′
ŷk
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ẑk

(z0) dzk
M , O

��'�
���(*��
������-7����������4���I���3(*���������!�XM �DO81����	�����H���$�4�?./���������-,

df(z0) = ∂̂f(z0) + ∂̂f(z0).
M � O

(*����������'��B� (*��������� �@�����I� ��
3�$�?>/'������-C
f�] e � ]-j � hDZI] � � � ��� M�� �${ |�� O � f(z)

7
z = (z1, . . . , zn)

7�����
������#
���J���/./�����B�

zk
i8hDwA] \@a m t c m p c ZI] \

C1 	 \@a
�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@a

z0 = (z0
1 , . . . , z

0
n)

./����1����+>/��7�������I����� ���	�H�������

f ′
ẑk
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x0 ./����1����+>/�y(*����������'��B� r!wKaD[!Z@a

± f�ZI] \@aD[!e!_@[!kDa (*��������� �I1����	���������!�+,
+ strgradψ(x0) =

(
∂+

[x1]ψ(x0), ∂+
[x2]
ψ(x0)

)
,

M �DO
− strgradψ(x0) =

(
∂−[x1]ψ(x0), ∂−[x2]

ψ(x0)
)
,

M , O



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

�������	������
strgradψ(x0)

&��	�����g� ����������
�1)�B��5�����(*��������������
�(*���������P#

����������TM ��%DC * C �NC M ) O81����	�����$O�C

� aDe$] \I] \@[!k*]
� ������� M�� �${ + � 7=� �${ , � O � strgradψ(x0)

#L�������)�$�����)#
������������� ��������	�������	� ��� �$��5����������$��� ���B�������B��1����	�
− strgradψ(x0)

��� + strgradψ(x0)
�$�����������������Q���)�$���������I���@���!���

1����	�������H(*��� �b%$��������(*�I� ���������D,
− strgradψ(x0) = strgradψ(x0) = + strgradψ(x0).

M � O
�����B���������	���I(*��������� �
m [!`@Z@[!n$]

� ������� M�� �${ + � 7 � �${ , � O � ∂−[xi]
ψ(x0)

���
∂+

[xi]
ψ(x0)

�$������#
�����������<�$���$�)���	����������
y� ������������
������������

ψ(x)
����
���������

xi
����	��#

���!���$���$�)���	� r!wKaD[!Z@a � aDn![!_@Z@a c wKaAtD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wKa �y���)#
�$���������

x0 ./����1����+>/�WM ��%DCD� ��
3�$�?>/'������ , C * C �4���������B�BO�7-�$���������8�������

∂
(1)
[xi]
ψ(x0)

7/�������	�����������$�� ����� ���	�I�������

∂
(1)
[xi]
ψ(x0) =

1

2

[
∂−[xi]

ψ(x0) + ∂+
[xi]
ψ(x0)

]
, i = 1, 2,

M |DO
1����	�������DCN������������
	���B�����	7q���)�$���������J����
�������-7q�������	�����������$��uM |DO
1����	�������@������s%$��
��:�3%$�����2
3���	��� ���:���������81����	�������@����� �4����
�� �3%$��#
�����y(*�3�$��5������������K./������������� ��
���
I����6���������6������H
���(*
�����
W�G�$���$�)���	�)#
�����DC

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � 
��!�����������:(*����������./���B�+7q����� ���	�!����� x1
����	��������#

�������DC/������� ��
����(*���������K1����	������(*�<M ��%DC , C * C M ��O81����	�����H���������B�BO�,

∂
(1)
[x1]
ψ(x0) =

= lim
(h1,h2)→(0,0)

ψ(x0
1 + h1, x

0
2 + h2)−ψ(x0

1 − h1, x
0
2 + h2)

2h1

M �${DO

>/'������������3(*�J(*� �"�����������y�������A�8�/./�K����
�������
h1

����	�������A���������B�+7
������1����+(*��� ����&��	���H�����P���	����%$���B�

h1 > 0
���I� ������
������-,

∂
(1)
[x1]
ψ(x0) =



§
� ��"	%� 	�	&��#"	%� 	�'� ��������
��	 � %����	 	�$�	�����������	� � �����#����

. . .

� �%�

=
1

2
lim

(h1,h2)→(0,0)
h1>0

ψ(x0
1 + h1, x

0
2 + h2)− ψ(x0

1, x
0
2 + h2)

h1

+

+
1

2
lim

(h1,h2)→(0,0)
h1>0

ψ(x0
1 − h1, x

0
2 + h2)− ψ(x0

1, x
0
2 + h2)

−h1

=

=
1

2

[
∂+

[x1]
ψ(x0) + ∂−[x1]

ψ(x0)
]
.

���������������A���������W
��?./���	������������� ������� ������� �����
x0 = (0, 0)

./���)#
1����	���J�����������)(*�I� ��
3�$�?>/'����)���	�

ϕ(x1, x2) = |x1|1/2 + |x1|1/2
����
3#

������-CG� ���������D,

∂
(1)
[x1]ϕ(x0) = lim

(h1,h2)→(0,0)

ϕ(h1, h2)− ϕ(−h1, h2)

2h1
=

= lim
(h1,h2)→(0,0)

|h1|1/2+|h2|1/2−| − h1|1/2−|h2|1/2
2h1

=0,

∂+
[x1]ϕ(x0) = lim

h1→0+
h2→0

ϕ(h1, h2)− ϕ(0, h2)

h1
=

= lim
h1→0+
h2→0

|h1|1/2 + |h2|1/2 − |h2|1/2
h1

= +∞,

∂−[x1]ϕ(x0) = lim
h1→0−
h2→0

|h1|1/2
h1

= − lim
h1→0−
h2→0

|h1|1/2
|h1|

= −∞.

� ��� � i+] wKn?pqZ@aDhDaUt c m p c Z@agtD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wKa

ψ(x)
����
��������� t c m p c Z@a tD[!Z@r!` ± � ] Z@n!`@[!k c wK[!kDa

x0 ./���)#
1����+>/�

x1
���

x2
����	�����������Q���������B�V� ��
����$�?>/'������B�

∂+
x̂1
ψ(x0)= lim

h1→0+
|h2|≤ah1

ψ(x0
1+h1, x

0
2+h2)−ψ(x0

1, x
0
2+h2)

h1
, a>0,

M ��O



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

∂+
x̂2
ψ(x0)= lim

h2→0+
h2≥b|h1|

ψ(x0
1+h1, x

0
2+h2)−ψ(x0

1+h1, x
0
2)

h2

, b>0,
M z O

∂−x̂1
ψ(x0)= lim

h1→0−
|h2|≤−ch1

ψ(x0
1 + h1, x

0
2+h2)−ψ(x0

1, x
0
2+h2)

h1

, c>0,
M ) O

∂−x̂2
ψ(x0)= lim

h2→0−
h2≤−d|h1|

ψ(x0
1+h1, x

0
2+h2)−ψ(x0

1+h1, x
0
2)

h2

, d>0,
M * O

1����	���������!�+78�b��5��E���!�����3���	�E�3�E>/'��������E���)�$���������F���g��� �������
��������5������������	�2������(*������
��?./���	�;�3���������?>/�8M ��%DC� �${ + � 7 � �${ , � O�C ∂−x̂i

ψ(x0)���
∂+
x̂i
ψ(x0)

�$�����������������	���)�$���������2���B���!�������B�������B��1����	�����2�������
��������	�������	�=���o�$��5����������$�X6����������

∂x̂i
ψ(x0)

#L���X���)�$�������������������
M ��%DC ) C + O�C

ψ(x)
����
��������� t c m p c Z@a ± f�ZI] \@aD[!e!_@[!kDa

x0 ./����1����+>/�W� ��
3#
���$�?>/'������B�

+ anggradψ(x0) =
(
∂+
x̂1
ψ(x0), ∂+

x̂2
ψ(x0)

)
,

M + O
− anggradψ(x0) =

(
∂−x̂1

ψ(x0), ∂−x̂2
ψ(x0)

) M �DO
1����	���������!�+7 �b��5�� ���!��� 5�����6���
���
�1������ ���)�$����������
�C ����������
�7
anggradψ(x0)

5����b%������:� ����������
�1������������RM ��%DC ) C + O�� ���������:(*��������� �
m [!`@Z@[!n$]

� ��� ��� M�� �${ + � 7#� �${ , � O � anggradψ(x0)
#L�������)�$������������#

������� ��������	�������	� ��� �$��5����������$��� ���)�$�����������3� ���B�������B��1����	�
+ anggradψ(x0)

��� − anggradψ(x0)
�$���������������U���<���!����1����	�)#

�����I(*��� �b%$��������(*�H� ���������D,
− anggradψ(x0) = anggradψ(x0) = + anggradψ(x0).

M , O
�3�Q�������������-7 ) C + C �H���������������J&����	�!�Y���$�� 0����	�����������-C
m [!`@Z@[!n$]

� ��� ��� M�� �${ + � 7�� �${ , � O � �$�)���	� dψ(x0)
���!�"������
�������	���

���)�$����������������������������	�������	�E�����$��5����������$���-7
x0 ./����1����+>/�A���)�$�3#

���������3�
ψ(x)

����
���������y���B�������B��1����	�Q�$���$�)���	�A5����b%������ ± � ����#
������
�1������-7/� ��
3�$�?>/'����)���	
���M + O8���RM �DO81����	���������!�+C



§
� ��"	%� 	�	&��#"	%� 	�'� ��������
��	 � %����	 	�$�	�����������	� � �����#����

. . .

� � �

� � � � i+] wKn?pqZ@aDhDaUt c m p c Z@ag\@a
�
[!Z@[!e!i8a*] wKa

������� ��
���
anggradψ(x0)

�$�����������g�$���$�)���	�����E�������E��������	�3#
�����	�2�����$��5����������$�+6����������

dψ(x0)
���!�"������
�������	���	���)�$�������������������

M ��%DCb������������� ) C + C ��O�7�������1����H5����b%������ ± � ����������
�1��������<���3(*���������!�
(*����������'��B� (*��������� �

f�] e � ]-j � hDZI]
� � � ��� M�� �${ + � 7 � �${ , � O � ψ(x)

����
���������<���/./�����B�
t c m p c ZI] \ + \@a

�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@a

x0 ./����1����+>/��78�b�Y�$���$�)���	���
+ anggradψ(x0)

���
ψ(x)

#L��� t c m p c Z@a + \@a
�
[!Z@[!e!i8a*] wKa

x0 ./���)#
1����+>/��7N�$���������8�������

d+
∧ψ(x0)

7/� ��
����$�?>/'������B�

d+
∧ψ(x0) = ∂+

x̂1
ψ(x0)dx1 + ∂+

x̂2
ψ(x0)dx2

M ��O

1����	�����!�+C

��
����	��� ���������	7 − anggradψ(x0)
#L�����$���$�)���	�������$��� t c m p c Z@a

− \@a
�
[!Z@[!e!i8a*] wKa � ��
����$�?>/'������B�

d−∧ψ(x0) = ∂−x̂1
ψ(x0)dx1 + ∂−x̂2

ψ(x0)dx2
M z O

1����	�����!�+C
��������� ���	7������B���������	���@(*��������� �

� aDe$] \I] \@[!k*]
� � � ��� M�� �${ + � 7�� �${ , � O � dψ(x0)

���!�"������
�������	���:���)#
�$������������������� ��������	�������	�F���U�$��5����������$�������)�$�����������3�9���B�������B�b#
1����	�

d−∧ψ(x0)
���

d+
∧ψ(x0)

t c m p c Z@a ± \@a
�
[!Z@[!e!i8a*] wK[!kDa 7G���)#

�����4���I1����	�������$���y� ���������J��������5������������	�����

d−∧ψ(x0) = dψ(x0) = d+
∧ψ(x0).

M ) O

d [!e!a d hDe$] � � � ����� + strgradψ(x0)
#L���A�$���$�)���	����������
y� ������������#


������������ + anggradψ(x0)
#L���	�$���$�)���	�����:���-7-����(*���$����������7

d+
∧ψ(x0)

#
���J���)�$���������-C���
����	��� �������Q�"����1��@� ���������

d−∧ψ(x0)
#L���H���������B�����C



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

§ � � `@Z@agi8hDwA] \@a �
� c e!^!i8aDa � � aDn![!_@Z@a c wKa

\@a
�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*]

� ����� � aDn![!_@Z@a c wKa � ] Z@n!`@[!k c wKa

��� (t0 − δ, t0 + δ)
��
�1����������+>/�+�$���$�)���

λ(t)
����
���������H������� � a 	

n![!_@Z@a c wKa � ] Z@n!`@[!k c wKa
t0

./����1����+>/��7!�$���������8�������
λ(1)(t0)

7$�b�
���)�$���������H�$���$�)���	�J��
8�G�$���$�)���	�

λ(1)(t0) = lim
h→0

λ(t0 + h)− λ(t0 − h)
2h

M ��O

>/'��������-C
�$������1��������	�K./���������������	���<�
������J(*��������'�� �����������K����������
����-7

� ��, + ./���8�gM�� | � � 7J� * * � 7�� �-C"z � �DO�CG���"���u��������7 � � * �H./�	���Q(*��������(*�
M ��OR>/'������!� �$����� �����	���������)�$1������ �����)�$5�� M�� * , � 74� �-C�� ��� �

� * * � 7� �-C�z � �DO�C
�$������1��������	�y./���������������	�Q��5�����(*�����������K6������$��
����<��
�1���� �����	���

./���������������	���������������8��� >/'������)� M�� ) {�� 7+� �-C � ���DO�7+1������ ��
�������1)#�������	�4��./5���������� (*� �4�������������������W�	������� ���W��� �������!�YM�� ) {�� 7 � �-C + { + O�7� ����5����3���	�B5��	���$���+1������ ��
�������1��������	�B��./5����������+5������������������IM�� * ��� 7� �-C * , + O8���I������>/
��������T����
�����������<M�� � ��� 7/� �-C ��� � � , O�C������� ��
���
[λ(t0 +h)−λ(t0−h)]/h

(*� �"�����������
h
#L���W�8�/./� ����
3#

��������-7$������1����+M ��Os1����	������(*�B>/��� �����������8(*�3�/>/')�����������g(*��� ����&��	���
�����?./�����B�

h→ 0+
C

λ(t)
����
���������9�$������1��������	�

λ(1)(t0)
./���������������	�F�����$�����<�����)#

�4����
��I���I������s%$��
��

λ′+(t0) = lim
h→0+

λ(t0 + h)− λ(t0)

h
,

M z O

λ′−(t0) = lim
h→0−

λ(t0 + h)− λ(t0)

h

M ) O

./���������������	���!����

t0

./����1����+>/�WM ��%DC � C |DO�7D����5�����(*�����������	���4(*��������� �
./��
��������������!�+C



§
� �������$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$"�� � ��!����#����$&�� � ��������
��	�����	�	&����	� � � �

� aDe$] \I] \@[!k*]
� ��������� �$���$�)���	������	�3%$�������

λ′+(t0)
���

λ′−(t0)./���������������	�������u���)�$��������� �?./������� �$���$�)���	� �$������1��������	�
λ(1)(t0)./���������������	���Q���)�$�����������y���

λ(1)(t0) =
1

2

[
λ′−(t0) + λ′+(t0)

] M * O
1����	�������DC

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � M ��O81����	�������H(*� �"�����������I� �������?./�����B�Y���$�

1

2
· λ(t0 + h)− λ(t0)

h
+

1

2
· λ(t0 − h)− λ(t0)

−h���4� �����!�������	���!./��
��B�+7G�����
h→ 0+

C ./��
��������������W������1�5�����������	���-C
s%$�������-7-�������$���$�)���	�

λ′(t0)
./���������������	���:���)�$�����������+(*��� �b%$���3#

����(*�I����� ���	�H�������

λ′−(t0) = λ′(t0) = λ′+(t0)
M + O

1����	���������DCD������1������$���$�)���	�
λ′(t0)

./���������������	���W���)�$���������:�?./�������
�$���$�)���	�@�$������1��������	�

λ(1)(t0)
./���������������	���y���)�$�����������Q���

λ(1)(t0) = λ′(t0)
M �DO

1����	�������DC
����� ���	�!�����J�$��%$�!�Y� ��
�����%$���	�B�

ω(t) =




−t, ������

t ∈ (−∞, 0],

t2 sin
( 1

t2

)
,

������
t ∈ (0,+∞)

����
�������-78���������	�� ���!�"������
������������������0������	�
t 6= 0

./����1����+>/��C
������������
;���B�����	7

ω′
−(0) = −1

���
ω′

+(0) = 0
C!������1�����7qM * Os�"�����3���	���&����	�!�V� ���������

ω(1)(0) = −1/2
1����	�����-C�����(*���$����������7

ω(t)
����
�������

�$������1��������	���u���!�"������
�����������������H0������	� ��
�C
�b�

µ(t)
����
�������2�8�/./���

t0
./����1����	���	���������B� M ��%DC-������� } 7 � � C ��O�7

����(*��
W����� ���	�y�������
µ(1)(t0) = 0

1����	�������D7������G%$����������� �������$�-7"���)#
�$���������K�b�F�����

µ′(t0)
./���������������	�-Cs����� ���	�!�����	7����$� �����

ν(t) = |t|



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

����
�������
t = 0

./����1����+>/��7	�������	�����������$�� M * O #L����&����	�!� � ���������
ν(1)(0) = 0

1����	�����-C

� aDe$] \I] \@[!k*]
� ������� � �!�������!�+7 λ(t)

����
�������A5���
�1����
t0

./����1���#
�	���E���������B�+C�����(*��
J�$���$�)���	�

λ′(t0)
./���������������	���9���)�$�������������������

��������	�������	�T��� �$��5����������$���T���)�$�����������3�T�$���$�)���	�=�$������1��������	�
λ(1)(t0)

./���������������	�-C)������������
�7��$���$�)���	�
λ(1)(t0)

#L���<���)�$���������R�?.N#
�������

λ′(t0) = λ(1)(t0)
1����	�������DC

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ��������	�����	���������F��'�
���(*
3���	� 1����	����� � �������3#
����
������������ M + OJ����M * OJ1����	��������������
�C��$��5����������$�������������$����� ��
����
� �����!�������	���!./��
��B�+7������

λ(t0) = 0
7
λ(t0− h) = −λ(t0 + h)

���KM ��O
1����	�������H(*� �"�����������I� �������?./�����B�

λ(t0 + h)− λ(t0) + λ(t0 + h)− λ(t0)

2h
=
λ(t0 + h)− λ(t0)

h
�$��%$�!�+CP����������
)����'����!�

λ(1)(t0) = λ′(t0)
1����	�������DCP./��
��������������+�����3#

1�5�����������	���-C
�������R��'���
���(*
��B�+72�����y�$������1��������	�E./���������������	����������� �����B���3#

�����	��� 	����3���	�����������I� �?./���������������I�
��������	�W./�3�$����� �4���������������D7G
����3#
�������	�����������W���8(*� �"���������������������DC*����� ������7 ����� ���	�	��� ������� ���������G�
M ��%DC � C ��z O:���K�����	�	���<�����������������FM�� , ��� 7s� �-C )�, |DO�Cs�����B���	���7�� ��
3#����%$���	�B�

[0, 1]
�$��� ����
�1�>/�W���$� ���J�/./0�����1��

ω(x)
7
ω(0) = 0 = ω(1)

7
����
�������-7A���������8�$��

(0, 1/2)
��
�1����������+>/�o����
������T�����������!���T���

(1/2, 1)
��
�1����������+>/�W������0��B�"�!���Q./���������������	�-C"� �������y�������$�-7

x =
1/2

./����1����+>/�@S�����
����3�
1
#L���y1����	�y������s%$��
��H./���������������	�K���J
3�G#

�	���=1����	� ����� �4����
��o./���������������	�-CA����(*��
=M * O�1����	�������X&����	�!�
ω(1)(1/2) = 1

2

C���������� ���	7
ω(x)

����
���������
(0, 1)

��
�1����������+>/�)�������+
3�G#
�	���$� ��
W� ��
3��%$�������������	�Q�$������1��������	�Q./���������������	�-C"����(*���$����������7s���)#
� ���	�A���X�������<�����	�	���U���������������DC;������������
�7

ω(1)(x)
���X��'������R( �G#

���	���)���
0

��
���(*��
����	�������DCW��������� ���	7
ω(x)

����
�����������$������1��������	�
./���������������	�����������y����� ���	�H���Y�������Q���������G�y���������������$���C



§
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��	�#"$"�� � ��!����#����$&�� � ��������
��	�����	�	&����	� � � �

�
��������	���-7 �����b>/���������	����
���������8�$������1��������	�+./���������������	�	���
(*����&��	�������G�$���$�)���	��������0��)� �����������!����>/������� �$�����������	��>/� M�� z * � 7� �-C � ) {DO�C� �������<�������$�-7����)�$���������g� ����5����3���	��5�����(*�����R�$������1�������� ./���)#
�����������8�$�H���

ϕ
# ./���������������8�I(*��������M�� + ��� O�C

� � ����
��������������I(*��������� �@���������
��-,G����%$���$���!�����3�J�$�����������	�:0������	�
����./����1����	���$�-7P�������	���?>/������A�$������1��������	�2./���������������	���	���)�$���������
�?./������� 	����3���	�����������I./���������������	���y���)�$�����������DC

m [!`@Z@[!n$]
� ������� M�� , ��� 7N� �-C ) � ��O � �b�U>/�������

λ(t)
����
���������@>/�)#

�������
E

�$�����������	���F0�������� ./����1����+>/�A�������g�$���$�)���	���$������1��������	�
./���������������	�-74����(*��


λ(t)
����
���������

E
�$�����������	��� ���!����������0������	�

./����1����+>/�B�������4�$���$�)���	� 	����3���	�����������4./���������������	�:���4��� �41����	���
�$������1��������	�I./���������������	���y���������	./����1����+>/��C

%$��
 	���
����Q���:���������������J� ����� �4�����3�$�������I(*��������� �
m [!`@Z@[!n$]

� ������� M�� � * � 7�� �-CBz ���DO � �!�������!�+7�>/������� f
����
���������

>/���������
E

�$�����������	���y0��������
x
./����1����+>/�4�������I�$���$�)���	�I�$������1�����#

���	�
f (1)(x)

./���������������	�-C/����(*��
2�$���$�)���	� 	����3���	�����������
f ′(x)

./���)#
�����������	�9���)�$����������0��������

x ∈ E \ e ./����1����+>/��72�$������
e
�������

σ 	 � `@Z@`@h*] e!a � aDn!ZI] hDwK[
(σ

#3�"����������
��y�$�����������	�I���"���=��./�������-7
���������+6����������	�@5���1���� ���������H
3���+>/��������
�� �$�����������	�HM�� ) ��� 7q� �-C )�+ , �z + � O�C

��'���
���(*
��B�g%$��
 	���
����:5��������8���B���+�������������+���!���������	0������	� ��
b�$����#
�)���	��./���������������	���F���)�$�����������E�$��5����������$�E6������������E(*�3�$��%$���-7B���)#
�����8(*�� �"���P�������������F�$������1��������	��./���������������	�������������$� � ����� (*�3#
�"�����������I���I�3�Q�������������@��&��	�����������
� C � , C zI(*�������P�DC

m [!`@Z@[!n$]
� ����� � M�� ��z � � 7 � �-C*z � , O � >/������� λ(t)

����
���������	�$���$�)�G#
�	�I./���������������	�Q�������y���!���������y0������	�J���

t
./����1����+>/��7��������	����������#

�$��F(*�3�$�)���	�������	���

lim
h→0

λ(t+ h)− λ(t− h)
2h

< +∞ M , O



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

6���������� �A�$���$�)���	��� j)[!\I] � aDn![!_@Z@a c wKa
λ

(1)
(t)

� ] Z@n!`@[!k c wKa C
� �������I�������$�-7������B���������	���I(*��������� �@�����H���������������C
m [!`@Z@[!n$]

� ������� M�� , ��� 7D� �-C ) � {DO � ��
�1����������+>/�2�����������!���4�$������1)#�������	�Q./���������������	���R������
��4�/./0�����1��K����
�������J>/�����������y���W��
�1����)#
�����+>/��C

m [!`@Z@[!n$]
� ������� M�� , ��� 7q� �-C ) � ��O � ��
�1����������+>/�	
3���	������
��:�$������1)#�������	�g./���������������	���F������
��y�/./0�����1��E����
�������g�3�������������E���������A��
3#

1����������+>/��C
(*����
���(*
��B�+7*������%$��
 	���
����I������������� , C � C �?# � ��
����	��� � ������� Lp �?>N#���!�o./���������������8�$�A���

Lp
�?>/���!�o�$������1�������� ./���������������8�A(*�������

5�����(*�������H(*�3�$��%$���<M�� � , � � 7 � + � � 7G� �-C ) � + O�C5��������J���B���Q�������������@�$������1��������	�Q��� 	����3���	�����������Q./�������������G#
�	�������H���B�������B�����������B���������H(*�3�$��%$���-C

m [!`@Z@[!n$]
� ������� M�� � ��� O � �!�������!�+7 f(x)

���
f (1)(x)

�/./0�����1�� ����
3#
������������2'����

(a, b)
��
�1����������+>/��CP����(*��
b���b��
�1����������8(*�+���)�$��������� 	����3#

���	�����������
f ′(x)

./���������������	�H���
f ′(x) = f (1)(x)

7
x ∈ (a, b)

C

d [!e!a d hDe$] � ��������� ����	5�����'��������	�2���B����./����1����	����������� , C � C �	���3#���������@������������-C��������J�������$1)���������J(*��������� �
n$] f�] wKa m a

� ������� M�� � � , � O � ���)�$��������� x = 0
./����1����+>/�B�/./0�����1��

F (x)
����
�������-7s�������	�����������$��

F (1)(x)
�/./0�����1����K0������	� ��
�7"����� �����

F ′(0)
���X���)�$���������DC�����
�������

F
� ��
����$�?>/'������B�

F (± 1
n
) = 1

n

1��)#
�	���������!� 0��������	�F� �����	�������������!���

n
#3������� ���

F (x) = 0
0������	�

����
�����	���
��
x
#3�������DC*����(*��


F (1)(x) = 0
0������	�

x
#3�������W���

F
�/./0�����1����

x = 0
./����1����+>/��CN������������
8���B�����	7

F ′(0)
��� ���)�$���������

(F ′(0) = 1
7

F ′(0) = −1)
C

���4����� ���	�!������
:����5�����(*���������!�u�����B���������	���@(*��������� �
m [!`@Z@[!n$]

� ������� M�� � ��� O � �!�������!� �$������1��������	�
f (1)(x)

./�������)#
�������	���/./0�����1����

a
./����1����+>/��7�%$���	�

f(x)
����
�������U5����/./0�����1����
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��	�#"$"�� � ��!����#����$&�� � ��������
��	�����	�	&����	� � � �

a
./����1����	���K�����������)(*�-C�����(*��


a
./����1����+>/� ���)�$����������	����3���	�����������

f ′(a)
./���������������	�J���

f ′(a) = f (1)(a)
C

������1�5�����������	���K���������	���������y�	��6�(*������A6������������$�K���H�$������1�����#
���	�@./���������������	���J���B�������B�����������B���������J(*�3�$��%$���RM�� � ��� 7B� � ) {�� O�C�$��%$���	�������	7;�b�

(a, b)
��
�1����������+>/�

f
�/./0�����1����K���

f (1) 5��J(*�3#
���)�$�?>/'����)���	�-7�����(*��
HM�� � ��� O

|f(x)− f(t)| ≤ A|x− t|, x ∈ (a, b), t ∈ (a, b).

�$� � ������� ��'���
���(*
��)�D7	�����������������$� ���9(*��� �b%$���������7	������E�$��#
����1��������	�g./���������������	��� ���)�$���������9���������A./����1����+>/�<�?./�������������$�
1����	� 	����3���	�����������I./���������������	���J���)�$�����������J���������+./����1����+>/��Cq�$��#
%$���	�������	7/�����B���������	���I(*��������� �AM ��%DC�������� }�} 7/� ��
3�$�?>/'������ � C |NC ��O

� aDe$] \I] \@[!k*]
� ����� � M�� * ��� 7D� �-C * , + O � x0

./����1����+>/���$������1��������	�
f (1)(x0)

./���������������	����������
��
f(x)

����
��������� 	����3���	�����������
f ′(x0)./���������������	� �����9S�����
����3�D7 ��������	�������	���V��� �$��5����������$�
f(x)

#L���
� �8���������

x0
./����1����+>/�)���B���$� �E6�������������(*�8�����B���������	���

f (1)(x0) =
f ′(x0)

1����	�����-C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � �3�J� ������������
������������Q1����	����������


f(x0 + h) + f(x0 − h)− 2f(x0)

h
+
f(x0 + h)− f(x0 − h)

h
=

= 2
f(x0 + h)− f(x0)

h
.

d [!\@[!f�a
� ��������� � C |NC ) (*�������P(*��
���%��$��
������

g(x)
����
�������R�$������1)#

�������	����������������!�"������
�����������������J���!���������Q0������	� ��
�C

� ��� � wA] f�ZI] e���a �
�
`@Z@n c wA] � aDn![!_@Z@a c wKa � ] Z@n!`@[!k c wKa �Nm hDa �

m [!`@Z@[!n$]
� ��� ��� M�� � ��� O � �!�������!� f(x)

����
�������J�/./0�����1����
[a, b]�$��� ����
�1�>/�"���

(a, b)
��
�1����������	���80�������� ./����1����+>/�;���)�$���������B�$���$�)�G#

�	�H�$������1��������	�
f (1)(x)

./���������������	�-C"����(*��
W���)�$���������A���$� ���
x1 ∈



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

(a, b)
���

x2 ∈ (a, b)
./����1����	�����-7������

f (1)(x2) ≤
f(b)− f(a)

b− a ≤ f (1)(x1).
M ��O

(*����
���(*
��B�+7s�����KM ��O4��������5������������	�����!���A� ����������	�����Q>/�����y���
�����������$������1��������

f
(1) ���

f (1) ./���������������	���?>/�<��������3���	��� � � ) {����� � � + z,��
���(*����������(*�-C�����B���������	���I(*��������� �
m [!`@Z@[!n$]

� ��� ��� M�� � ) {�� O � �!�������!�+7 f(x)
����
�������)�/./0�����1����

[a, b]
#

>/�y����0��������
x ∈ (a, b)

./����1����+>/�A���)�$���������U�$���$�)���	�U�$������1�����#
���	�

f (1)(x)
./���������������	�-7P���������8�$��

(a, b)
# >/�;�������+���������G�	�������$�����

M ��%DCB� ��� 7G� �-C ) {Dz O�CG����(*��
�,
��O8���)�$���������y���$� ���

c1 ∈ (a, b)
./����1����	�-7������

f(b)− f(a)

b− a = f (1)(c1), a < c1 < b;
M z O

z O8���)�$���������y���$� ���
c2 ∈ (a, b)

./����1����	�-7������

f(c2)− f(a)

b− c2
= f (1)(c2), a < c2 < b.

M ) O

d [!e!a d hDe$] � ��� ����� �b� , C zqC z9��������������(*�<���������G�9�������$�������E
���s#
���	��� ����
������4�/./0�����1������-7N����(*��
 , C � C �J���������������@&����	�!�

(a, b)
# (*�:���)#

�$���������9�$���$�)���	� 	����3���	�����������
f ′(x)

./���������������	�F��� M z OK��� M ) O1����	���������H������'�������
�� C + C M ��O8��� � C �NC M z OB�$��%$�������DC

� � � � � aDn![!_@Z@a c wKaU\@a
�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*] � � � � �����

�!�������!�+7N�����W����	�������W�$���$�)���	�
ϕ(x, y)

����
������� � ��
3�$�?>/'����)�G#
�	���

p0 = (x0, y0)
./����1����	���Q�����������)(*�-C

f�] e � ]-j � hDZI]
� � � ����� ϕ(x, y)

����
���������
x

i8hDwA] \@a m � aDn![!_ 	
Z@a c wKa tD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wKa

p0
� [!Z@_@aDwyj)[ 7g�$���������8�������
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ϕ
(1)
x (p0)

7/��./���������

ϕ(1)
x (x0, y0) = lim

h→0

ϕ(x0 + h, y0)− ϕ(x0 − h, y0)

2h

M ��O
>/'������)�D7��b�E��� �I���)�$���������J�$���$�)���	�H��
+�G�$���$�)���	�	C

��
����	��� ��������� � ��
����$�?>/'����������
ϕ

����
���������
y

i8hDwA] \@a m � a 	
n![!_@Z@a c wKa�tD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wKa

p0
� [!Z@_@aDwyj)[ ,

ϕ(1)
y (x0, y0) = lim

k→0

ϕ(x0, y0 + k)− ϕ(x0, y0 − k)
2k

.
M z O

�b�
ϕ

����
���������
p0

./����1����+>/� �������
x
#L�!�Y5�����&��

ϕ′
x(p0)

./�������)#
�������	�-7/����(*��


ϕ
# �
p0

./����1����+>/�4�������
ϕ

(1)
x (p0)

���
ϕ

(1)
x (p0)=ϕ′

x(p0)
C

��
����	��� �������H����� ���������������H� ���������
y
����	�������Q���������B�����C

s%$�������-7$�����
ϕ

(1)
x (p0)

#L�����$���$�)���	�����2�?./�������
ϕ
����
���������

x
����	��#

����� ���������B� �$������1�������� �/./0�����1��������
p0

./����1����+>/� M ��%DCW������� } 7
� � C z O�C

������������
A���B�����	7����)�$���������9��������3��� ./����1����+>/�y�/./0�����1��g����
3#
������-7N���������8�$�� ���+./����1����+>/�	���V�������I�$���$�)���	�W�$������1��������	�I5����)#
&��E./���������������	�����-C ���$� ���	�������$�������$���-7 ����� ���	�!�����	7

(0, 0)
./����1����+>/�

ψ(x, y) = 3
√
x+ 3
√
y
����
�������-C

f�] e � ]-j � hDZI]
� � � ��� � ϕ ����
���������2��./��������� � aDn![!_@Z@a c wA] \Y\@a 	

�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@a

p0
./����1����+>/��7s�b�9���)�$����������
:���$� ���I�$���$�)���	�

A���
B

����s%$�������-7������

lim
(h,k)→(0,0)

ϕ(x0+h, y0+k)−ϕ(x0−h, y0−k)−2Ah−2Bk

|h|+ |k| =0.
M ) O

���$� �9(*��� �b%$��������(*�-7
ϕ
����
��������� � aDn![!_@Z@a c wKaQ\@a

�
[!Z@[!e!i8a*] wKa

p0
./����1����+>/�4��./���������

Ah+Bk
� �����)�$��%����	�������y���I�?./���B�+,

dsymϕ(x0, y0) = Ah+Bk.
M * O

������������
<���B�����	7
A

���
B

�3���������������F��./���������!�
p0

./����1����+>/�
ϕ(x, y)

����
��������� � aDn![!_@Z@a c wKau\@a
�
[!Z@[!e!i8a*] wKa � tD`@[

�
aDi8aD[!e 	
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� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

� aDe$] \I] \@[!k*]
� � � ����� �b� ϕ ����
�������	�$������1��������	��� ���!�"������
����#

�������������
p0

./����1����+>/��7�����(*��

ϕ

(1)
x (p0)

���
ϕ

(1)
y (p0)

�$���$�)���	�������y���
����� ���	�I�������

dsymϕ(p0) = ϕ(1)
x (p0)dx+ ϕ(1)

y (p0)dy
M + O

1����	�������DCG(*�����)��
��������	�H��1�5���������I������������-C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � M ) O@1����	����������


k = 0
(*��� �b%$�����������������g� �������3#

����
������41����	�����@(*����&��	�����I���$� 	����?./�����)�

lim
h→0

2h

|h| ·
ϕ(x0 + h, y0)− ϕ(x0 − h, y0)− 2Ah

2h
= 0,

�$��������
����� ������������
������������

ϕ(1)
x (p0) = A

M �DO
1����	�����-C

��
����	��� ���������u������'������

ϕ(1)
y (p0) = B.

M , O
��������� ���	7b�$������1��������	�

dsymϕ(p0)
���!�"������
�������	���g5���� �"�������
3#

1������I./������������� ��
���

ϕ

����
���������H�$������1�������� 5�����&��Y./���������������	�����
�$������1��������	�����!�"������
���������������������

p0
./����1����+>/��7)�����$�� ����� ���	�

���Y�������J��6������3�$������1)���	�J���!�"������
�������	�����������gM�� + * � 7/� �-C *�) * O�C(*�����)��
��������	�H��1�5�����������Q���������������	���
3�

u(x, y) =





x|y|
x2 + y2

,
������

(x, y) 6= (0, 0),

0,
������

(x, y) = (0, 0)

M � O

����
���������E����� ���	�!�)>/��7B�������	�����������$��
u

(1)
x (0, 0) = 0 = u

(1)
y (0, 0)���

u(h, k)− u(−h,−k)− 2h · 0− 2k · 0
|h|+ |k| =
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=
2h|k|

(h2 + k2)(|h|+ |k|) → +∞,
������

0 < k = h→ 0
C

m [!`@Z@[!n$]
� � � ����� ϕ ����
���������Y���!�"������
�������������������

p0
./���)#

1����+>/�U�?./�������
ϕ
# �F�$������1�������� ���!�"������
��������������������������������./���)#

1����+>/� ���
dϕ(p0) = dsymϕ(p0)

1����	�������DC�(*�����)��
��������	�Q��1�5���������
������������-C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ϕ ����
���������
p0

./����1����+>/�����!�"������
���������������������
� ����� �$���$�)���	���

ϕ′
x(p0)

���
ϕ′
y(p0)

5�����&�� ./���������������	�����-C2������1����
�$���$�)���	���

ϕ
(1)
x (p0)

���
ϕ

(1)
y (p0)

C
����(*���$����������7G(*��� ����&��	���H� ��
�����%$���	�B�

ϕ(x0+h, y0+k)−ϕ(x0−h, y0−k)−2hϕ
(1)
x (p0)−2kϕ

(1)
y (p0)

|h|+ |k|
�$���$�)���	�@�$����������7����������	�� ./��������������� ��
��B�Y���$��,

ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0, y0)− hϕ′
x(x0, y0)− kϕ′

y(x0, y0)

|h|+ |k| −

−
ϕ(x0−h,y0−k)−ϕ(x0,y0)−(−h)ϕ′

x(x0,y0)−(−k)ϕ′
y(x0,y0)

| − h|+ | − k| .

ϕ
����
���������

p0
./����1����+>/�	���!�"������
���������������������Q� �����	7/���!�����3���	�

�3��(*� �"���������������!./���!�"�����Y
3���	���$5���
�7@������
(h, k) → (0, 0)

M ��%DC
) C + C M ��O81����	�����$O�C(*�����)��
��������	�B��1�5�����������8��������������B� ������������
������������

(0, 0)
./���)#

1����+>/�4���������!�"������
���������������<M ��%DC/1����	����� ) C * C M * O�O

µ(x, y) =
√
|x| · |y| M |DO

����
���������K����� ���	�!�)>/��7"�������	�����������$��
µ′
x(0, 0) = µ

(1)
x (0, 0) = 0 =

µ′
y(0, 0) = µ

(1)
y (0, 0)

���
µ(h, k)− µ(−h,−k) = 0

C�������1����
µ(x, y)



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

����
������� �$������1��������	���o���!�"������
�����������������
(0, 0)

./����1����+>/�:���

dsymµ(0, 0) = 0.
M �${DO

� aDe$] \I] \@[!k*]
� � � ��� � ��������3���Y./����1����+>/�B�$������1��������	��� ���!�"�3#

����
���������������F����
�������g�$������1��������	��� �/./0�����1����F���������<./����1����+>/��C
���������K�����)�D7����)�$���������

(0, 0)
./����1����+>/�Q�$������1��������	��� ���������!�"�3#

����
��������������� ����
�������-7D���������	��
(0, 0)

# >/�)�$������1��������	�����/./0�����1����
��� ���U./����1����+>/�E����� ���������$���$�)���	� �$������1��������	��5�����&�� ./�������)#
�������	�����-C
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�������������������

p0 = (x0, y0)
./����1����+>/�K�?./�������

ϕ
(1)
x (p0)

���
ϕ

(1)
y (p0)

�$�����������������
�$���$�)���	�������H���QM �DO�7sM , O�1����	���������:��
���� � ����������0���
��B� M ) O�1����	�)#����(*�-C/������1����4
3���	���$5���
:���!./���!�"�����

∣∣ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 − k)
∣∣ ≤

≤
∣∣∣ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 − k)−

−2hϕ(1)
x (x0, y0)− 2kϕ(1)

y (x0, y0)
∣∣∣ +

+
∣∣2hϕ(1)

x (x0, y0) + 2kϕ(1)
y (x0, y0)

∣∣
��1����	�������9����� �4����
��U�3%$������7�������

(h, k) → (0, 0)
C��3�g
���(*
������

ϕ����
���������@�$������1��������=�/./0�����1��������
(x0, y0)

./����1����+>/��C
./��
����������������y���������	
��?./���	���y���8�G�$1�������������������K� ��
�����%$���	�B�

v(x, y) =





x|y|
|x|+ |y| ,

������
(x, y) 6= (0, 0),

0,
������

(x, y) = (0, 0)

M � ��O

����
�������-7D�������	���:�$������1��������	�4�/./0�����1������
(0, 0)

./����1����+>/�8� �������3#
����
������������

∣∣v(h, k)− v(−h,−k)
∣∣ =

2|h| · |k|
|h|+ |k| → 0, (h, k)→ (0, 0),
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��������5������������	����������
�C
���������4�����)�D7

v
(1)
x (0, 0) = 0 = v

(1)
y (0, 0)

���

v(h, k)− v(−h,−k)− 2hv
(1)
x (0, 0)− 2kv

(1)
y (0, 0)

|h|+ |k| =

=
2|h| · |k|

(|h|+ |k|)2
=

1

2
5�����&�� |k| = |h| (*��� �b%$��������(*�-C���������� ���	7 v ����
�������H���Y�������J�$������1)#
�������	���u���!�"������
���������������

(0, 0)
./����1����+>/��C

� aDe$] \I] \@[!k*]
� � � � � � ���)�$��������� (0, 0)

./����1����+>/�I�$���$�)���	�A�$��#
����1��������	�B5�����&��U./���������������	�������+������
�������
�������-7!���������	��A���g�������
�$������1��������	���V�/./0�����1��

(0, 0)
# >/��C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ���$� �����:������� } #L����
 � � C zqC M + O;1����	�����!�+7D��� �����:M � O1����	�����!�+7���������3���	�
u(x, y)
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�������-C
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f�] e � ]-j � hDZI]

� ��� ����� ϕ(x, y)
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���������

x
i8hDwA] \@a m � aDn![!_ 	

Z@a c wKa r!wKaD[!Z@a tD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wKa
(x0, y0)

./����1����+>/��7b�$���3#
�����8�������

ϕ
(1)
[x] (x0, y0)

7/��./���������

ϕ
(1)
[x] (x0, y0)= lim

(h,k)→(0,0)

ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 + k)

2h

M ��O

>/'������)�D7��b�E��� �I���)�$���������J�$���$�)���	�H��
+�G�$���$�)���	�	C
��
����	��� ���������	7

ϕ(x, y)
����
���������

y
i8hDwA] \@a m � aDn![!_@Z@a c wKa

r!wKaD[!Z@a�tD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wKa
(x0, y0)

./����1����+>/�:��./���������

ϕ
(1)
[y] (x0, y0)= lim

(h,k)→(0,0)

ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 + h, y0 − k)
2k

M z O

>/'������)�DC
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� aDe$] \I] \@[!k*]
� ��� ����� �$���$�)���	� ϕ(1)

[x] (x0, y0)
#L���W���)�$��������������
+� ��#

����������
������������	�$���$�)���	�
ϕ

(1)
x (x0, y0)

#L���:���)�$���������4���
ϕ

(1)
x (x0, y0) =

ϕ
(1)
[x] (x0, y0)

1����	�����-CG(*�����)��
��������	�H��1�5���������I������������-C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ���g./��
����������������Y6����������	� 
��?./���	� ������'������ M ��O
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k = 0
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���(*��
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./��
����������������y���������	
��?./���	���y���8�G�$1���������H��������%$����
��B�

w(x, y) =





xy

x2 + y2
,

������
(x, y) 6= (0, 0),

0,
������

(x, y) = (0, 0)

M ) O

����
�������?>/�
(0, 0)

./����1����	�����������DC�� ���������
w

(1)
x (0, 0)=0=w

(1)
y (0, 0)

C

w
(1)
[x] (0, 0)

#L���H���)�$�����������J(*��� �b%$��������(*�H��� �I1����	�W��
����I��0��)�

lim
(h,k)→(0,0)

w(h, k)− w(−h, k)
2h

= lim
(h,k)→(0,0)

k

h2 + k2
=

=

{
0,

������
k = 0, h→ 0,

+∞, ������
k = h→ 0+

>/'��������DC;��������� ���	7
w

(1)
[x] (0, 0)

���=���)�$���������DCb��� ���)�$������������� ��� �����

w
(1)
[y] (0, 0)

C
s%$�������-7@�����E./��
�������������� , C * C � �����B���������	���

y
����	�������V����#

�����B�����C

m [!`@Z@[!n$]
� ��� ����� �$���$�)���	� ϕ(1)

[x] (x0, y0)
���

ϕ
(1)
[y] (x0, y0)

�$���������3#
�������I���)�$���������@�?./�������

ϕ(x, y)
����
���������W�$������1�������� ���!�"������
�������3#

�������������
(x0, y0)

./����1����+>/�:���@����� ���	�H�������

dsymϕ(x0, y0) = ϕ
(1)
[x] (x0, y0)dx+ ϕ

(1)
[y] (x0, y0)dy

M * O

1����	�������DCG(*�����)��
��������	�H��1�5���������I������������-C
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\I] n!_@tDaDi8[!k*] � � ���������Q1����	�����

ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 − k)−
−2hϕ

(1)
[x] (x0, y0)− 2kϕ

(1)
[y] (x0, y0) =

=
[
ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 + k)− 2hϕ

(1)
[x] (x0, y0)

]
+

+
[
ϕ(x0 − h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 − k)− 2kϕ

(1)
[y] (x0, y0)

]
≡

≡M +N.
M + O

ϕ
(1)
[x] (x0, y0)

#L���@�$���$�)���	�������Q� �����V0��������
ε > 0

����s%$���@(*���3�$�������������
δ1 = δ1(ε, x0, y0, ϕ) > 0

����s%$���R���$� ���-7b����� |M | < 2ε|h| 7�������
|h| < δ1

��� |k| < δ1
C	���$������7 |N | < 2ε|k| 78������ |h| < δ2

���
|k| < δ2

C	����������
U� ������������
������������D7:������M + OR1����	������� ������s%$��
��
�3%$�������4�����$���8��1)�����	��
���(*��
����	�����+
���5��	�������

2ε(|h|+|k|) �$����������>/��7������ |h| < δ
��� |k| < δ

7q�$������
δ = min{δ1, δ2}

C
����(*���$����������7

ϕ(x, y)
����
�������+�$������1��������	�������!�"������
�����������������

(x0, y0)
./����1����+>/��C

(*�����)��
��������	�B��1�5�����������8���������������(*����&��	�����)(*������./�����3�WM ) Os1��)#
�	�����!�Y��������3���

w(x, y)
����
�������?>/��7/�������	�����������$��

w
(1)
[x] (0, 0)

���

w
(1)
[y] (0, 0)

���=���)�$����������
�Cb���������H�����)�D7
w

(1)
x (0, 0) = 0 = w

(1)
y (0, 0)���

w(h, k)− w(−h,−k)− 2hw
(1)
x (0, 0)− 2kw

(1)
y (0, 0)

|h|+ |k| = 0.

����(*���$����������7
w(x, y)

����
�������=�$������1��������	��� ���!�"������
�����������������
(0, 0)

./����1����+>/�:���
dsymw(0, 0) = 0.

M �DO
���������������J������1�5���������H����� ���������������	���-C

f�] e � ]-j � hDZI]
� ��� ��� � ϕ(x, y)

����
��������� � aDn![!_@Z@a c wKayr!wKaD[!Z@a
f�ZI] \@aD[!e!_@a

(x0, y0)
./����1����+>/��7P�$���������8�������

strgrad(1) ϕ(x0, y0)
7



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

��./���������

strgrad(1) ϕ(x0, y0) =
(
ϕ

(1)
[x] (x0, y0), ϕ

(1)
[y] (x0, y0)

) M , O

�$���������3�D7��b��5��I���)�$���������
ϕ

(1)
[x] (x0, y0)

���
ϕ

(1)
[y] (x0, y0)

C
��%$�	�-7 , C * C �H�������������I���$� 	�������0����	�����������-C
m [!`@Z@[!n$]

� ��� ��� � strgrad(1) ϕ(x0, y0)
#L��� �$���$�)���	����� �?./�������

ϕ(x, y)
����
���������A�$������1�������� ���!�"������
���������������������

(x0, y0)
./���)#

1����+>/�4���RM * O81����	�������DCG(*�����)��
��������	�H��1�5���������H������������-C

, C * C zy���������������J6����������	�J
��?./���	���y�"��
�>/�	���$�������H5��!�b%$���-,
strgrad(1) ϕ(x0, y0)

#L���H�$���$�)���	�����H%$���:���u�?./�������
ϕ(x, y)

����
3#
��������J���!�"������
���������������������

(x0, y0)
./����1����+>/��C

6������G%$�I������0��B�"�!�����-CN���"���Y����1��-7/�����B���������	���@(*��������� �
m [!`@Z@[!n$]

� ��� � � � ϕ(x, y)
����
���������E���!�"������
��������������������M ��%DC

) C + O (x0, y0)
./����1����+>/� ���

strgrad(1) ϕ(x0, y0)
#L��� �$���$�)���	�����

ϕ(x, y)
����
��������� ���B�������B���������$���������u�������$�����������

(x0, y0)
./���)#

1����+>/��C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ) C * C M * OI1����	�����!� � ��
3�$�?>/'����)���	�

µ(x, y)
����
3#

������u���������!�"������
�����������������
(0, 0)

./����1����+>/� ���-7J��������� �����)�D7

µ
(1)
[x] (0, 0) = 0 = µ

(1)
[y] (0, 0)

C
���������	�3%$�����-7

F (x, y) = x1/3y4/3 + x4/3y1/3 M � O
����
������� ���!�"������
����������������� ∗ (0, 0)

./����1����+>/��7 ������� ��
���
F ′
x(0, 0) = 0 = F ′

y(0, 0)
���

∣∣∣
F (h, k)− F (0, 0)− hF ′

x(0, 0)− kF ′
y(0, 0)

|h|+ |k|
∣∣∣ ≤ |h|1/3 · |k|1/3 → 0,

������
(h, k)→ (0, 0)

C

∗ �	( ������������������������"%( * ��������������"�� �,+ ��+ � � ��������
�+



§
� �������$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$"�� � ��!����#����$&�� � ��������
��	�����	�	&����	� � � �

��%$�	�I����������1�5�����B�+7/�����
strgrad(1) F (0, 0)

���V���)�$���������DC/�����)#
���	���7

F
(1)
[x] (0, 0)

#L���H���)�$�����������H(*��� �b%$��������(*�H�����)�$�����������

lim
(h,k)→(0,0)

h>0

F (h, k)− F (−h, k)
2h

= lim
(h,k)→(0,0)

h>0

(k4/3

h2/3
+ h1/3k1/3

)
=

= lim
(h,k)→(0,0)

h>0

(k2

h

)2/3

=

{
1,

������
k2 = h,

0,
������

k = h

>/'����������C!��
����	��� ���������9������� ��
��������
F

(1)
[y] (0, 0)

#L���B�������)�$���������-CP���3#
���������@������1�5�����������	���-C

� ��� � � aDn![!_@Z@a c wKaUt c m p c Z@agtD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wKa
f�] e � ]-j � hDZI]

� ��� ����� �b�y0��������	�
c > 0

�3���������������������4���)�$���������
c
#L� ��
	�������)��5������������	�

lim
(h,k)→(0,0)
|k|≤c|h|

ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 + k)

2h

M ��O

>/'��������-7"����(*��
 �����A��./���������
ϕ(x, y)

����
���������
x

i8hDwA] \@a m � aDn![ 	
_@Z@a c wKaAt c m p c Z@aAtD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wKa

(x0, y0)
./����1����+>/�8���

��'���
���(*
������
ϕ

(1)
x̂ (x0, y0)

�$���������	�B���-C
��
����	��� ���������	7

ϕ
(1)
ŷ (x0, y0)= lim

(h,k)→(0,0)
|h|≤`|k|

ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 + h, y0 − k)
2k

,
M z O

�b�=�3� >/'�������� ���)�$����������0��������	�
` > 0

�3��������������������� �����������
��������5������������	�

`
# >/��C

� aDe$] \I] \@[!k*]
� ��� ����� ϕ(1)

[x] (x0, y0)
#L���2���)�$��������������
b� ������������
������3#

�����
ϕ

(1)
x̂ (x0, y0)

#L���8���)�$���������+���2���!���21����	�����-C$(*�����)��
��������	�8��1�5���#
������@������������-C



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ./��
���������������� 6����������	�9
��?./���	�E��(*5��������-C8���������

��?./���	�@(*����������./���B�Y����
�������?>/�

φ(x, y) =





x4

y
+
y4

x
,

������
x · y 6= 0,

0,
������

x · y = 0.

M ) O

� ���������
φ(h, k)− φ(−h, k)

2h
=
k4

h2
.

M * O

|k| ≤ c|h| 6������������	(*�3�$�)���	�������	(*��� �b%$��������(*�HM * O"(*� �"�������������:�����$�)#�8��1)��������
���(*��
����	��������� ��'�������1������
c4h2 �$���������3�D7����������	�� ����#

./���!�"�����J
3���	���$5���
�7/������
h→ 0

CN�3�H
���(*
������
φ

(1)
x̂ (0, 0) = 0

1����	�)#
�����DC

�b�oM * O:1����	������(*� 	������$�����!� h = k2 7"����(*��
 (*� �"�����������J��1����8#
�������

1
# �D7�%$���	� 	����$�����$���

h = k4 (*� �"�����������K���!./���!�"�����
+∞ #L5���
�7

������
k → 0

C/�3�H
���(*
������D7������
ϕ

(1)
[x] (0, 0)

���Y���)�$���������DC

f�] e � ]-j � hDZI]
� ��� ��� � ϕ(1)

x̂ (x0, y0)
���

ϕ
(1)
ŷ (x0, y0)

�$�����������������
���)�$�����������y(*��� �b%$��������(*�-7

ϕ(x, y)
����
��������� � aDn![!_@Z@a c wKa9t c m p c 	

Z@aUf�ZI] \@aD[!e!_@a
(x0, y0)

./����1����+>/�+(*����������'��B�

anggrad(1) ϕ(x0, y0) =
(
ϕ

(1)
x̂ (x0, y0), ϕ

(1)
ŷ (x0, y0)

) M + O
1����	�����!�+C

��%$�	�I./��
�������������� , C + C �?#L����
+������'������
� aDe$] \I] \@[!k*]

� ��� ��� � strgrad(1) ϕ(x0, y0)
#L���8�$���$�)���	����������
B� ��#

����������
������������
anggrad(1) ϕ(x0, y0)

#L���+�$���$�)���	�����	���+���!���+1����	�)#
���-CN(*�����)��
��������	�H��1�5���������I������������-C

� aDe$] \I] \@[!k*]
� ��� � � � ϕ(1)

x̂ (x0, y0)
#L�������)�$��������������
U� ������������
���#

���������
ϕ

(1)
x (x0, y0)

#L�������)�$��������� �������!����1����	�����-C+(*�����)��
��������	�
��1�5���������I������������-C



§
� �������$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$"�� � ��!����#����$&�� � ��������
��	�����	�	&����	� � ���

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � M ��O8>/'��������Q���)�$��������������
 � ������������
������������y�����$�
���)�$���������

k = 0
5�����&�� (*��� �b%$��������(*���7����� 1����	���

ϕ
(1)
x (x0, y0)

#L���DC
(*�����)��
��������	�H��1�5�����������Q���������������	���
3�

ψ(x, y) =





xy

|x|+ |y| ,
������

(x, y) 6= (0, 0),

0,
������

(x, y) = (0, 0)

M �DO

����
���������H����� ���	�!�)>/��C�s%$�������-7������
ψ

(1)
x (0, 0) = 0 = ψ

(1)
y (0, 0)

C
�b��5��

ψ(h, k)− ψ(−h, k)
2h

=
k

|h|+ |k|
M , O

(*� �"�������������Q����
����������
c > 0

�3�������������$� ��
 �������)��5������������	�Q>/'��������
|k| ≤ c|h| 6������������ (*�3�$�)���	�������$���D74����(*��
���� �����U�"����1)� ����
����������
����� ���	�

k = c|h| 5�����&��u(*��� �b%$��������(*���Cs����� �����W���:(*��� �b%$��������(*�UM , O
(*� �"�����������@��1����	�������

c/(1 + c)
�$���������3�DC��3�y
���(*
������

ψ
(1)
x̂ (0, 0)

#L���
�������)�$�����������DC�./��
��������������H������1�5�����������	���-C

m [!`@Z@[!n$]
� ��� ����� �$������1��������	�H���!�"������
�������������������I��� �$������1)#

�������	� 5����b%������ � ����������
�1���� �$���$�)���	�����-7y���B�������B���������$���������
�������$�����������H./����1����+>/��C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � , C * C �Q���������������y������1�5�����������$���K������� ��
����T����
��-7
����� , C * C M ) OH1����	�����!� ��������3���	�

w(x, y)
����
�������A�$������1��������	���

���!�"������
�����������������
(0, 0)

./����1����+>/�:���
dsymw(0, 0) = 0

C
��%$�	������	�����
��B�

w
(1)
x̂ (0, 0)

#L�������
w

(1)
ŷ (0, 0)

#L�����������)�$���������-C�����#
� ���	�!�����	7

w(h, k)− w(−h, k)
2h

=
k

h2 + k2

(*� �"�����������4���!./���!�"�����
+∞ #L5���
�7D������

0 < h = k → 0
���:���!./���!��#

����� −∞ #L5���
�7�������
0 > −h = k → 0

C�������1����
w

(1)
x̂ (0, 0)

���o���)�$�3#
�������DC/���$�����:���Y���)�$���������

w
(1)
ŷ (0, 0)

C



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

(*���������G7QM ) OU1����	�����!� � ��
3�$�?>/'����)���	�
φ(x, y)

����
�����������������

anggrad(1) φ(0, 0)
�$���$�)���	���-7"����� ������3� , C + C �H./��
����������������K�����3#

1�5�����������$���@��
���%$� �+C*��%$�	� ����	�����
��B�+7q�����
φ(x, y)

����������� �$������1�����#
���	��� ���!�"������
���������������

(0, 0)
./����1����+>/��C"������� ��
���

φ
(1)
x (0, 0) =

0 = φ
(1)
y (0, 0)

7N������1����

φ(h, k)− φ(−h, k)− 2hφ
(1)
x (0, 0)− 2kφ

(1)
y (0, 0)

|h|+ |k| =

=
2(h5 + k5)

hk(|h|+ |k|)
M � O

(*� �"���������������!./���!�"�����
2
# �$5���
�7 ������

k3 = h → 0
C ����(*���$����������7

φ(x, y)
���9�������2�$������1��������	���F���!�"������
���������������

(0, 0)
./����1����+>/��C

�������������@������1�5�����������	���-C

d [!e!a d hDe$] � ��� ����� �$����
�1������3�$��� , C + C � ��������������� (*�������������
) C + C �H��������������������
�C

m [!`@Z@[!n$]
� ��� ��� � �b� ϕ(x, y)

����
�������W�$������1��������	���u���!�"������
3#
����������������

(x0, y0)
./����1����+>/�H���K���)�$���������R�$���$�)���	�

ϕ
(1)
[x] (x0, y0)

M ��

ϕ

(1)
[y] (x0, y0))

7b����(*��
Q���)�$�����������$���$�)���	�
ϕ

(1)
ŷ (x0, y0)

M (*�3�$����������#
�$���

ϕ
(1)
x̂ (x0, y0))

C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � � ���������Q1����	�����

ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 + h, y0 − k)− 2kϕ(1)
y (x0, y0) =

=
[
ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 − k)−

−2hϕ(1)
x (x0, y0)− 2kϕ(1)

y (x0, y0)
]
−

−
[
ϕ(x0 + h, y0 − k)− ϕ(x0 − h, y0 − k)− 2hϕ(1)

x (x0, y0)
]
≡

≡ A− B.
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��	�#"$"�� � ��!����#����$&�� � ��������
��	�����	�	&����	� � � �

������'��B� ���������
c > 0

�3���������������
ε > 0

5�����0��)� 
��������$�����������
�������������s%$���-C

ϕ
����
���������

(x0, y0)
./����1����+>/�<�$������1��������	� ����#

�"������
���������������������E� �����
ε1 = ε/(1 + c)

����s%$�������������9���)�$���������
δ1 = δ1(ε, x0, y0, c) > 0

����s%$�������$� ���-7)����� |A| < ε1(|h| + |k|)
7

������ |h| < δ1
��� |k| < δ1

C����$������7
ε1
#3�������Q���)�$���������y���$� ���

δ2 > 0����s%$���-7b����� |B| < 2ε1|h|
7������� |h| < δ2

��� |k| < δ2
C;s%$�������-7

�����	�����������!���
δ = min{δ1, δ2}

����s%$�������������y� ���������
∣∣∣ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 + h, y0 − k)− 2kϕ(1)

y (x0, y0)
∣∣∣ <

< 3ε1

(
|h|+ |k|

)
(*� �"���$�����-7/������ |h| < δ

��� |k| < δ
C/����������
4����'����!�+7/�����

∣∣∣ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 + h, y0 − k)
2k

− ϕ(1)
y (x0, y0)

∣∣∣ <

< 2ε1

(
1 +
|h|
|k|

)
.
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(0, 0)

#L5���
 |h| ≤ c|k| 6������������ ��������!�+7
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ϕ

(1)
ŷ (x0, y0)
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ϕ

(1)
y (x0, y0)
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ϕ(x, y)
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�����������������

p0 = (x0, y0)
./����1����+>/��(*�����3���	�+�$������1)#

�������	�
∆symϕ(p0; h, k)
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� ��� ����� ϕ(x, y)
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��������� � aDn![!_@Z@a c wKayr!wKaD[!Z@a
� ] Z@n!`@[!k c wKa

p0
./����1����+>/��7-�$���������8�������

ϕ′
s
sym(x0, y0)

7 ��./���������

ϕ′
s
sym(p0) = lim

(h,k)→(0,0)

∆symϕ(p0; h, k)
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������������	���g����1����������������g���?>/
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(x0, y)

./����1����+>/�
x
����	�����!�Y(*��������� ��
��B�

ϕ
����
���������Q�$������1�����#

���	�I5�����&��V./���������������	�<M ��%DC , C ) C M ��O21����	�����$O

∂(1)
x ϕ(x0, y) = lim

h→0

ϕ(x0 + h, y)− ϕ(x0 − h, y)
2h

.
M z O

M z OI1����	�������g������s%$��
��<�3%$�����Q��'���
���(*�B�
β(y)

#L�!�=���R�������������
y0

./����1����+>/�	(*��������� ��
��B� �$������1��������	�I./���������������	�

β(1)(y0) = lim
k→0

β(y0 + k)− β(y0 − k)
2k

=

=
(
∂(1)
x ϕ(x0, y)

)(1)
(y0) ≡ ∂(1)

y ∂(1)
x ϕ(x0, y0).

����(*���$����������7

∂(1)
y ∂(1)

x ϕ(x0, y0) = lim
k→0

lim
h→0

∆symϕ(p0; h, k)

4hk
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����	��� ���������u������'������

∂(1)
x ∂(1)

y ϕ(x0, y0) = lim
h→0

lim
k→0

∆symϕ(p0; h, k)

4hk

M * O

1����	�����-C
���T��5���
����$5�
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strgrad(1) ϕ(p0)
#L���@� ������0���
��3#

���!�V����������1�5�����B�

m [!`@Z@[!n$]
� ��� ����� strgrad(1) ϕ(p0)

#L���I�$���$�)���	�����J�?./�������

lim
(h,k)→(0,0)

∆symϕ(p0; h, k)

|h|+ |k| = 0
M + O

1����	�������DC



§
� �������$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$"�� � ��!����#����$&�� � ��������
��	�����	�	&����	� � � �

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � (*����������'��B� A = ϕ
(1)
[x] (p0)

���
B = ϕ

(1)
[y] (p0)

��')#

���(*��
������-C/���������	���o��������./�3��
��������!�

∆symϕ(p0; h, k) =

=
[
ϕ(x0 + h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 − k)− 2Ah− 2Bk

]
−

−
[
ϕ(x0 + h, y0 − k)− ϕ(x0 − h, y0 − k)− 2Ah

]
−

−
[
ϕ(x0 − h, y0 + k)− ϕ(x0 − h, y0 − k)− 2Bk

] M �DO

1����	���������$���!./�����3(*�-C , C * C zE���������������g&����	�!�+7
strgrad(1) ϕ(p0)
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ϕ(x, y)
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�������������
p0

./����1����+>/��7����� 
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������

lim
(h,k)→(0,0)

ϕ(x0+h, y0+k)−ϕ(x0−h, y0−k)−2hϕ
(1)
x (p0)−2kϕ

(1)
y (p0)

|h|+ |k| =

= 0
M , O

1����	������� M ��%DC , C ) C z�� ��
3�$�?>/'������$O�C)������1����<M �DO@1����	�������U����� �4���3#
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ε(|h| + |k|) # >/��72�$��5����������$�����������
h
���

k
#3�������DC�� �������K�������$�-78M �DO:1����	�������<����� �4����
��A�3%$�����3#

(*�y���������@���K���3�$�����I5�����������1)���	�<�"��	3%$���	�������<�����$���8��1)�����R��
���( #
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���5��	�������

ε|h| # >/�H���
ε|k| # >/��7"(*�3�$�����������$���	C�����(*���$����������7

|∆symϕ(p0; h, k)| < 2ε(|h| + |k|) 74������ |h| < δ
7 |k| < δ

���
|h|+ |k| > 0 � δ = δ(p0, ε)
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� ��� ����� strgrad(1) ϕ(p0)
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W� ������������
���#
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ϕ(x, y)
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ϕ′
s
sym(p0)
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�������I(*���������K���u�"����1)�D,

��O
ϕ(x, y)
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�������+(*�����3���V�$������1������	�����/./0�����1����
p0

./����1����8#
>/�

�
z O

∆symϕ(p0; h, k)
7*����� ����

(h, k)
# �@����
�������-7 �/./0�����1����

(0, 0)./����1����+>/��C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � �4���Y���B���

∆symϕ(p0; 0, 0) = ∆symϕ(p0; h, 0) = ∆symϕ(p0; 0, k) = 0.
M � O

�����������7
ϕ′
s
sym(p0)

#L���I�$���$�)���	����������
 � ������������
������������

lim
(h,k)→(0,0)

∆symϕ(p0; h, k) = 0
M |DO

1����	�����-7������
���(*
������
ϕ(x, y)

#L���@(*�����3��� �$������1�������� �/./0�����1��������
(0, 0)

./����1����+>/��C�� �������I�������$�-7

∆symϕ(p0; 0, 0) = 0
1����	�������U&����	�!�+7+M |DO@1����	�����<
���(*
������

∆symϕ(p0; h, k)
#L���A�/./0����3#

1��������
(0, 0)
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§ � � `@Z@agi8hDwA] \@a �
� c e!^!i8aDa � [!^ � _@Z@[!n c wKa

\@a
�
[!Z@[!e!i8a*] wK[!kDa

�
] Z m ` ]-j)Z@a m

��� p0 = (x0, y0) ∈ R
2 ./����1����	���g�����������)(*�A�$���$�)���	�

F (x, y)����
��������� j)[!\I] \@a
�
[!Z@[!e!i8a*] wKa ���������

p0
./����1����+>/��� ��
����$�?>N#

'����������W(*��������� 
����������TM�� ��z ��� 7 � + * � 7/� �-C * * � O�C�$���$�)���	�
A

���
B

����s%$���������$� ��
4(*������� ��� {A,B} ./0������8�Q��./�)#
�������

F (x, y)
����
���������8>/�����B���!�"������
�������	�

(x0, y0)
./����1����+>/��7P�b�

(*�3�$�)���	�������	���I(*��������� �@�����I6����������-,
��O
z − z0 = A(x− x0) +B(y − y0)

�$������1�0��4�������
z = F (x, y)>/������6��������$�������Q( �����	���)�����y�3%$�����J�$������1�0��

(x0, y0, z0)
./����1����+>/��7

�$������
z0 = F (x0, y0) �
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z O8����� ���	�H�������

lim
(x,y)→(x0,y0)

F (x, y)−F (x0, y0)−A(x−x0)−B(y−y0)

|x− x0|+ |y − y0|
= 0
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�������	�����H��./���������!� [!^ � _@Z@[!n c wKaR\@a
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[!Z@[!e!i8a 	

] wK[!kDa C
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F (x, y)
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������� ���!�"������
�����������������

(x0, y0)
./����1����+>/��7

����(*��
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�"���B���Y�?>/���!�V>/�����

dϕ(p0)
���!�"������
�������	���Q���)�$�����������J�$��5�����#

�����$�I6��������������J��������3���	���W(*���������A��������������(*�-C
m [!`@Z@[!n$]

� ��������� ϕ(x, y)
����
���������	�"���B���9�?>/���!�g>/����������
b����#

�"������
����������������������������� ���������
p0

./����1����+>/��7 �$��5����������$���
−anggradϕ(p0) = + anggradϕ(p0)

1����	�����H��
3�;7/�������� �������-7

∂−x̂ϕ(p0) = ∂
+

x̂ ϕ(p0),
M , O

∂−ŷϕ(p0) = ∂
+

ŷ ϕ(p0)
M � O

1����	��������� ���!��� 0��������	� ./��������� �$���$�)���	������� ���B�b%$����
��!� ��� ���
6�������������(*�@�$�)���	�������

dϕ(p0) = ∂
+

x̂ ϕ(p0)dx+ ∂
+

ŷ ϕ(p0)dy =

= ∂
+

x ϕ(p0)dx+ ∂
+

y ϕ(p0)dy,
M |DO

dϕ(p0) = ∂ −
x̂ ϕ(p0)dx+ ∂ −

ŷ ϕ(p0)dy =

= ∂ −
x ϕ(p0)dx+ ∂ −

y ϕ(p0)dy
M �${DO

1����	������
��-C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � M ) O 1����	�������<����� �4����
��A�3%$�������A�$���$�)���	����������


���
∂

+

x̂ ϕ(p0)
�$���������3������
:�����$�H1����	����������
 0������	�

c ≥ 0
�3��������������#

�������D7/� ������������
������������

lim
x→x0+

|y−y0|≤x−x0

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)

x− x0
= ∂

+

x̂ ϕ(p0)
M � ��O

1����	�����-C



§
� �������$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"'�	�	& �����$&�� � ��������
��	�	����	� � �	� � ��� ������� � � �

(*����������'��B� �$�����������	�

M1 =
{
(x, y) ∈ R

2 : |y − y0| ≤ x− x0, x > x0

}
.

�$�����������	�@0������	�Q���
(x, y)

./����1����	���$�
M1

#L����
�7s�������	������ ������5����b#
��
���������


p0
./����1����	���

η
#L�����������)�D7*��'���
���(*
��B�

Mη
1

�$���������	�B���-C"M � ��O
1����	������	����?./�����B�Y���$��,

lim
(x,y)→p0
(x,y)∈Mη

1

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)

x− x0
− lim

(x,y)→p0
(x,y)∈Mη

1

∂
+

x̂ ϕ(p0) = 0.

������� } #L����
 � C �${NC M �${DO81����	�������y����
���%$�����u����'����!�

lim
(x,y)→p0
(x,y)∈Mη

1

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)− (x− x0)∂
+

x̂ ϕ(p0)

x− x0
= 0

1����	�������D7����� ���$����?./���������<M ������� ��
���
x > x0)

lim
(x,y)→p0
(x,y)∈Mη

1

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)− (x− x0)∂
+

x̂ ϕ(p0)

|x− x0|
= 0.

M ��z O

M , O41����	�������A� ������0���
������!� ��%$�	�y����	�����
��B�+7"�����KM ��z O4�����B���������	���
x < x0

(*��� �b%$�����������������$���7 �$���������8�������
(x, y) ∈M2

7��$������
M2 ={

(x, y) ∈ R2 : |y − y0| ≤ x0 − x, x < x0

} C/�����B���	���7

∂−x̂ϕ(p0) = lim
x→x0−

|y−y0|≤x0−x

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)

x− x0

M � ) O

1����	�����B� �������?./�����B��(*��������� �b�$��%$�!� M 1����	����� � C �${NC M � ��O #L���B&����	�!�
������� } #L����
 O

lim
(x,y)→p0
(x,y)∈Mη

2

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)− (x− x0)∂
−
x̂ϕ(p0)

x− x0
= 0



� ��� ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

��
3�;7/���� ��� �������-7

lim
(x,y)→p0
(x,y)∈Mη

2

[
− ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)− (x− x0)∂

−
x̂ϕ(p0)

|x− x0|
]

= 0

�$��%$�!�+C
��%$�	�R� ����������0���
��B� M , OW1����	�����R���R������� } #L����
 � C �${NC M � , OW1��)#

�	�����-C/��������'����!�

− lim
(x,y)→p0
(x,y)∈Mη

2

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)− (x− x0)∂
+

x̂ ϕ(p0)

|x− x0|
= 0

��
3�

lim
(x,y)→p0
(x,y)∈Mη

2

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)− (x− x0)∂
+

x̂ ϕ(p0)

|x− x0|
= 0

M � * O

1����	�������DC4M ��z OI����M � * O@1����	���������R(*����&��	������� ���������B������
��B�X(*���3#
����� � �$��%$�!�+,

lim
(x,y)→p0
(x,y)∈Mη

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)− (x− x0)∂
+

x̂ ϕ(p0)

|x− x0|
= 0,

M � + O

�$������
M = M1 ∪M2

C
������'��B� 
��������$����������� �������� �����������!��� ����s%$���

ε
C >/�����

>/'��������U�
��������U� �!�������	���!./��
������!� M�� , � 7)� �-C , |E��
 � z ��� 7)� �-C � ) � � * OM � + O�1����	����������
+� ������������
������������ ε ����s%$�����H����
������ ���$� ��� �������3#
���!���

δ1 = δ1(p0, ε, ϕ)
����s%$�����Q���)�$���������-7������

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)− (x− x0)∂
+

x̂ ϕ(p0) < ε|x− x0|
M � �DO

��1����	�������Q����� ���	�H�������J0������	�
(x, y) ∈M δ1 ./����1����+>/��C

��
����	��� �������H�3� �4���	�����!�u������'������

ϕ(x, y)− ϕ(x, y0)− (y − y0)∂
+

ŷ ϕ(p0) < ε|y − y0|
M � , O



§
� �������$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"'�	�	& �����$&�� � ��������
��	�	����	� � �	� � ��� ������� � � �

��1����	�����H0������	�
(x, y) ∈ N δ2 ./����1����	�����������D7��$������

N
�$�����������	�

������'������Q���$� ������� ./�3�$�!�+7s���H./�3�$�!���� ��������'�� �
M = M1 ∪M2

�$���3#
�������	��C�s%$�������-7s�����

M
���

N
�$�����������	���������A� �����B������
������y�"���������

p0
./����1����	���H�����
�1����

U(p0) \ {p0}
�����������)�DC

�b�XM ��O@1����	�������g����������� ��
 �
M

���
N

�����3�$�����������	�����������������D7
����(*��
 ��� �����@1����	�����Q������� ��
���� ����
������Q���!���Q� �����B������
����������������$���7
������� ��
I�$���$�)���	��� �����B������
��������U���������B�=>/�����R>/'��������<1����	���A>/�3#
���Q>/'������B���y(*�������y���������3�$���DC;� ����5����3���	���������������U�����P���	����%$���B�
(x, y)→ p0

7
(x, y) ∈M δ1 6����������-C

M � , OQ��1����	������� ����� ���	�9�������D785�����&����	780������	�
(x0, y) ∈ N δ2

./����1����	�����������$���C�����(*���$����������7�� ���������

ϕ(x0, y)− ϕ(x0, y0)− (y − y0)∂
+

ŷ ϕ(p0) < ε|y − y0|.
M � � O

��%$�	�H5��I�����?./�����B�Ys%$�����

ϕ(x, y)−ϕ(x0, y0)− (x− x0)∂
+

x̂ ϕ(p0)− (y − y0)∂
+

ŷ ϕ(p0) =

=
[
ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)− (x− x0)∂

+

x̂ ϕ(p0)
]

+

+
[
ϕ(x0, y)− ϕ(x0, y0)− (y − y0)∂

+

ŷ ϕ(p0)
] M �$|DO

1����	�����-C
M � �DO@���9M � � O ��1����	�����������<�$�!����&������+>/��7	M �$|DO@1����	����������
J� ��#

����������
������������

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y0)− (x− x0)∂
+

x̂ ϕ(p0)− (y − y0)∂
+

ŷ ϕ(p0) <

< ε
(
|x− x0|+ |y − y0|

) M z-{DO

��1����	����� 0������	�
(x, y) ∈ M δ ./����1����	�����������D7 �$������

δ =
min{δ1, δ2}

C
���������������T������1�5����������� �����$���$�)���	�����	��� ��������	�������	��� M z-{DO

��1����	������������
 ���B����� � ������
����3� � ����5����3���	� ��1����	�����-7u>/�����
>/'��������J�
��������Q���B�b%$����
����I(*�3�$�����������$�-C



� ��� ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

���B���I�3%$�����-7
∂

+

x̂ ϕ(p0) = ∂
+

x ϕ(p0)
7/�����(*���3�$�������������

c = 0
(*���3#

�b%$���������DC2���������K�3%$�����-7
∂

+

x ϕ(p0)
#3�������9���)�$���������

p0
./����1����	���$5���


5����������V./����1����4���
(xk, y0)

7
xk > x0

7G���$� ���H�������������������-7������

ϕ(xk, y0)− ϕ(x0, y0)− (xk − x0)∂
+

x̂ ϕ(p0) > −ε|xk − x0|.
M z ��O

�3�F
���(*
������D7+�����
p0

./����1����	���$5���
�5���������� ./����1����4���
(xk, y0)�����������������������������QM �$|DO"1����	�������4����� �4����
��+�3%$�����b���8������1����)�����$�����

������s%$��
��I�3%$�����4����1����-7/��������� �
ε(|xk − x0|+ |yo − y0|)

C
�3�Q�"����1��-7bM z-{DOB��1����	������������
:���B�����Y
���(*
������UM ��O81����	�������

A1 = ∂
+

x̂ ϕ(p0) = ∂−x̂ϕ(p0),
M z z O

A2 = ∂
+

ŷ ϕ(p0) = ∂−ŷϕ(p0)
M z ) O

����s%$�����������������W��
3�;7->/�����B�F��'�
���(*
3���	���W� �����YM 5����b%�������� ���)�$���������
�?./������� 	����3���	�������������y���)�$�����������Q���I���!�V1����	�������PO�7

A1 = ∂
+

x ϕ(p0) = ∂−xϕ(p0),
M z * O

A2 = ∂
+

y ϕ(p0) = ∂−yϕ(p0)
M z + O

����s%$�����������������DC
����������
�7NM z Os1����	�������	����
���%$�����	7P����'����!� M |DOs��� M �${DOs1����	���������DC

�������������@������1�5�����������	���-C

� ��� � ^!hD[!\I]�\@a
�
[!Z@[!e!i8a*] wKa

�
] Z m ` ]-j)Z@a m � � � � � ���

��� �b� p0 = (x0, y0)
./����1����	���@�����������)(*�+�$���$�)���	�

ϕ(x, y)
����
3#

������@��5�����0��B�"���	�����

lim
(x,y)→p0

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y0)−M(x− x0)−N(y − y0)

|x− x0|+ |y − y0|
= 0

M ��O

1����	�������H�$���$�)���	�
M

���
N

����s%$�����������������D7�����(*��
4����� ���	�H�������

lim
x→x0
x<x0

ϕ(x, y0)− ϕ(x0, y0)

x− x0
≤M ≤ lim

x→x0
x>x0

ϕ(x, y0)− ϕ(x0, y0)

x− x0
,

M z O
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��	�#"'�	�	& �����$&�� � ��������
��	�	����	� � �	� � ��� ������� � � �

lim
y→y0
y<y0

ϕ(x0, y)− ϕ(x0, y0)

y − y0

≤ N ≤ lim
y→y0
y>y0

ϕ(x0, y)− ϕ(x0, y0)

y − y0

M ) O

��1����	��������� ∗ C*M z O���������5������������	�������	������s%$��
����3%$�����3�8��./��������� ϕ(x, y)����
���������
x

i8hDwA] \@a m n$] Z@iBpq[!e$]Yj)[!\I]otD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wKa
Z@aDiBpqhDa

p0
./����1����+>/��7/�$���������8�������

∂
−
x ϕ(p0)

7G%$���	� M z O #L���Q�����)#
�4����
��@�3%$�����3�H5�� �

ϕ(x, y)
����
���������

x
i8hDwA] \@a m n$] Z 
 hD[!e$]R^!hD[ 	

\I] tD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wKa Z@aDiBpqhDa
p0

./����1����+>/��72�$���������8�������
∂+
xϕ(p0)

C
������1����JM z O8��������5������������	����� 	����?./���������H���$�

∂
−
x ϕ(p0) ≤ M ≤ ∂+

xϕ(p0),
M * O

%$���	�TM ) O8��������5������������	�����J������'������H�$��%$�3�D,

∂
−
y ϕ(p0) ≤ N ≤ ∂+

yϕ(p0).
M + O

����(*���$����������72M ��O:1����	����������
I� ������������
������������FM * O:���gM + O ��������5���#���������	������
��-C

� � f�] e � ]-j � hDZI]
� ��� ����� ϕ(x, y)

����
������������./���������
�
] Z m `

]-j)Z@a m ^!hD[!n!`@\I] ey\@a
�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@a ���������

p0 = (x0, y0)
./���)#

1����+>/��78�b�o���)�$���������9�$���$�)��� ����s%$�!���E���B���������B���E���$� ���
B =

(B1, B2)
./0������	�-7������

lim
(x,y)→(0,0)

ϕ(x, y)−ϕ(x0, y0)−B1(x− x0)−B2(y − y0)

|x− x0|+ |y − y0|
= 0.

M �DO

���$� � (*��� �b%$��������(*�
ϕ(x, y)

����
���������
�
] Z m ` ]-j)Z@a m ^!hD[!\I]

\@a
�
[!Z@[!e!i8a*] wKa

p0
� [!Z@_@aDwyj)[ 7b�$���������8�������

dϕ(p0)
7�� ��
����$�?>N#

'����������
dϕ(p0) = B1dx+B2dy

M , O
1����	�����!�+C

∗ 2�$��	(���������$�&1�%(B����������. 2�$������ ����$������ 
���� �����%(B������&1��"�� ��������.0�����1(���������$ �
&1�%( ����������. 2�$������ ����$���� �,��+



� ��� ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
. . .

��%$�	�@(*����������1���
��B� (*��������� �W�$���������������-,

∂+
x̂ϕ(p0) = lim

x→x0+
|y−y0|≤c(x−x0)

ϕ(x, y)− ϕ(x0, y)

x− x0
, c ≥ 0,

M � O

∂+
ŷϕ(p0) = lim

y→y0+
|x−x0|≤`(y−y0)

ϕ(x, y)− ϕ(x, y0)

y − y0
, ` ≥ 0

M |DO

���I��
����	��� �������H1����	���������!�
∂

−
x̂ ϕ(p0)

���
∂

−
ŷ ϕ(p0)

�$���������������-C
�����B���������	���I(*��������� �
m [!`@Z@[!n$]

� ��� ����� ϕ(x, y)
����
�����������"���B��� �?>/���!� ��������������


���!�"������
�����������������������������
p0

./����1����+>/��7G�$��5����������$���

+anggradϕ(p0) = − anggradϕ(p0)
1����	�����I��
3�;7/�������� �������-7

∂+
x̂ϕ(p0) = ∂

−
x̂ ϕ(p0),

M �${DO

∂+
ŷϕ(p0) = ∂

−
ŷ ϕ(p0)

M � ��O
1����	���������u���!���u./�������������u�$���$�)���	�������$���X���u���$� � (*��� �b%$��������(*�
� ���������D,

dϕ(p0) = ∂+
x̂ϕ(p0)dx + ∂+

ŷϕ(p0)dy =

= ∂+
xϕ(p0)dx + ∂+

yϕ(p0)dy,
M ��z O

dϕ(p0) = ∂
−
x̂ ϕ(p0)dx+ ∂

−
ŷ ϕ(p0)dy =

= ∂
−
x ϕ(p0)dx+ ∂

−
y ϕ(p0)dy.

M � ) O

� � � � � Z c wKag\@a
�
[!Z@[!e!i8a*] wKa � d [ � ]Ppq[!k � � � � � ���

�"���B���g�?>/���!��>/�����B�����������������!�"������
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�����������8�

x1 =0
./����1����+>/��C/������1����

∂x1ψ(0, 0)=0
CG����(*���$����������7

∂x1ψ(0, x2) =

{
−x2,

������
x2 6= 0,

0,
������

x2 = 0.

M + O

����� ����F��5����:�!�������!�+7
∂x2∂x1ψ(0, 0)


���(*
������ d
dx2

∂x1ψ(0, x2)
./���)#

�����������8�
x2 =0

./����1����+>/��CD������������
�7 d
dx2

∂x1ψ(0, x2)
#L���

x2 = 0
./���)#

1����+>/�F� �����)�$�!�����	��� 1����	������(*�-7W>/'�������� (*��� 
��!� ��������	�������	���
x2 6= 0

6��������������������� M ./���������������	��� �
������9�b%$�)���	����� ������� � O�C
������1�����7bM + O81����	�������Q� �!�������	���!./��
������!�o� ���������D,

d

dx2

∂x1ψ(0, 0) = lim
x2→0

∂x1ψ(0, x2)− ∂x1ψ(0, 0)

x2 − 0
=

= lim
x2→0

−x2 − 0

x2
= lim

x2→0
(−1) = −1.



��� � ������������������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�����	��!��	
��#" � �	�����'���	� � �����#����
. . .

��������� ���	7
∂x2∂x1ψ(0, 0) = −1.

M �DO
��
����	��� �������H�3� �4���	�����!�Y��������'����!�+,

∂x2ψ(x1, 0) =

{
x1,

������
x1 6= 0,

0,
������

x1 = 0

M , O

���
∂x1∂x2ψ(0, 0) = 1.

M � O
�����!�XM * OB��1����	�����H������� ��
����	���-C

d [!\@[!f�a ����������� M ) OQ1����	�����!� � ��
3�$�?>/'����)���	�
ψ(x1, x2)

����
3#
��������

gradψ(x1, x2)
�/./0�����1�����0������	� ��
E����������1����E0������	� ��
E���)#

�$���������
dψ(x1, x2)

���!�"������
�������	� ���9�$���$�)���	�
strgradψ(x1, x2)&��	�������I� ����������
�1��-C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ������ (x1, x2) 6= (0, 0)
7�����(*��
	M ) O;1����	�������46����)#�����	�W�$1���������
�������
:����'����!�+,

ψ′
x1

(x1, x2) =
x2(x

4
1 − x4

2 + 4x2
1x

2
2)

(x2
1 + x2

2)
2

,
������

x2
1 + x2

2 > 0,
M |DO

ψ′
x2

(x1, x2) =
x1(x

4
1 − x4

2 − 4x2
1x

2
2)

(x2
1 + x2

2)
2

,
������

x2
1 + x2

2 > 0.
M �${DO

����������
 	���
3�D7$�����"5�����&��g./���������������	�����B./������������� ��
���
s�/./0�����1��2����
3#
������������g(*� �"�������������9���g������������
R���!���g��
���(*��
����	�

(x2
2 + x2

2) 6= 0
7

������� ��
���
x2

2 + x2
2 > 0

C��3�E5��U�?./�������
ψ′
x1

(x1, x2)
���

ψ′
x2

(x1, x2)5�����&��u./���������������	�������y�/./0�����1��������
(0, 0)

#L� ��
4� ��
3��%$������������� 0������	�
(x1, x2)

./����1����+>/��C
ψ′
x1

(x1, x2)
5�����&�� ./���������������	���9�/./0�����1������

(0, 0)
./����1����+>/�

� ������������
������������D7
ψ′
x1

(0, 0) = 0
1����	�������FM ��%DC2M + O:1����	�������R�����)#

���8�$1���������
��$O	� �!�������	���!./��
������!�+7

∣∣ψ′
x1

(x1, x2)
∣∣ ≤ |x2|(x4

1 + x4
2 + 2x2

1x
2
2 + 2x2

1x
2
2)

(x2
1 + x2

2)
2

≤



§
� � � � ���	��$���	���#" �	�����������	� � �����#������	� ��� �

≤ |x2| [(x2
1 + x2

2)
2 + x4

1 + x4
2]

(x2
1 + x2

2)
2

≤

≤ |x2| [(x2
1 + x2

2)
2 + (x2

1 + x2
2)

2]

(x2
1 + x2

2)
2

=

= 2|x2| → 0, x2 → 0
(*� �"���$��������������
�C���������� ���	7

lim
(x1,x2)→(0,0)

ψ′
x1

(x1, x2) = ψ′
x1

(0, 0),
M � ��O

���� 
���(*
������
ψ′
x1

(x1, x2)
5�����&�� ./���������������	�����/./0�����1��������

(0, 0)./����1����+>/��C:��
����	��� ��������� ��1�5�����������
ψ′
x2

(x1, x2)
5�����&�� ./�������)#

�������	���H�/./0�����1������H���������
(0, 0)

./����1����+>/��C
�$�)���	�

dψ
���!�"������
�������	���$�R���y�$���$�)���	�

strgradψ(x1, x2)
#L���

0������	� ��
 ���)�$���������Q� ������������
������������
gradψ(x1, x2)

#L���y0������	� ��
4�/.N#
0�����1�����������
JM ��%DC�������� }�} 7 * C zqCG��� * C * O�C

d [!e!a d hDe$] ����������� M * O2��1����	�����H���W�;C/����
�� ���y�������������RM ��%DCG(*�3#

���(*��
�� � C ) C zK���������B�BO	� ����	�����
�������
�7s�����

ψ(x1, x2)
����
�������H���o�������

��� �4���X���!�"������
���������������
(0, 0)

./����1����+>/��M ��� �4���T���!�"������
����#
�����������������+�
������2��%$���	��zqC �?# (*�B���������B�BO�C$������������
�7

ψ(x1, x2)
����
������#

���+�������40������	�8����� ���8�$�)���	�8���!�"������
�������	�
(0, 0)

#L� ��
;� ��
3��%$�������������

��������$�������=./����1����+>/�<M �����$�A0������	�A����� ���<5�����&��=./���������������	���R�/.N#
0�����1��������R� ����� ���$� �o./����1����	���?>/� O@���y������1�����7����$���J�;C�����
�� ���<���3#
�����������J&����	�!�+7

∂x2∂x1ψ(x1, x2) = ∂x1∂x2ψ(x1, x2)
M ��z O

1����	�����W�$�)���	�������J0������	�
(x1, x2) 6= (0, 0)

./����1����+>/��C

����� � _@`@w � _@`@hDa � d [!\@[!f�[!kDa d [!Z@[ c wKaUtD[!Z@r!`
� ] Z@n!`@[!k c wK[!kDa � c _@`@wK`@kDa � d [ � ]Ppq[!k

����� ����=��
���%$� �+7 � C � C M ) OQ1����	�����!� � ��
3�$�?>/'����)���	�
ψ(x1, x2)����
���������=� ����������
�1��o�/./0�����1����=0������	� ��
XM ��%DCQ(*������� � � C � C ��O����



����� ������������������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�����	��!��	
��#" � �	�����'���	� � �����#����
. . .

� C � C M z OI��1����	�������9��� �U��5�����0��B�"���	�����F���B���������B�
(0, 0)

./����1����8#
>/��C

�$�����$�����!� ����
��������������X5��!�b%$���-,A0������	� ��
 �/./0�����1�� � ����������
�1����
������
��U>/��� �����B��� ����
����������������� ����������
���� �"���B��� (*��&��	��������0��)�
�$�����������	�Y��� ./����1����	�������$�-7<���������4���!�������$�� �$�)���	������� � C � C M z O
��1����	����� �

���B5��!�b%$����������
8����5�����(*���������!������� ���	�:�������:(*���������I���������	���������D7
�$������

K
#L�!� ��'�
���(*
3���	��� {

(x1, x2) : 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1
}

5�����������1��-C
m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M�� � ) � 7�./��
�������������� }�} O � ���)�$��������� K0 # (*�R�/.N#

0�����1��W� ����������
�1����I������
��
F (x1, x2)

����
�������-7N���������8�$��
K0 # (*�W����#

���������<0������	�A./����1����+>/�J�����������������H���������H����� ���A(*�����3���	�R5�����&��
./���������������	�H���

∂x1∂x2F (x1, x2) 6= ∂x2∂x1F (x1, x2)
M ��O

��1����	�����	(*�3�$�)���	�������	���W���!���������W0������	�
(x1, x2)∈K0 ./����1����+>/� ∗ C

����(*���$����������7-���)�$���������
K0 # (*�B�/./0�����1����F���!�"������
���������������	����
3#

������-7/���������8�$������!���������Q0������	� ��

K0 # (*�@�������Q���������:���������	����� ���

(*�����3���	�	5�����&��F./���������������	�:���	���$��
��	���B���������������$� ��
B� ��
3��%$���������3#
������
I���!���������A0������	� ��
AM �/./0�����1����=���!�"������
���������������������R�
������Q��%DC
zqC ) # (*�@������� }�} #L����
 O�C

m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M�� � ) � 7�./��
�������������� } O � 0��������	�+�����������!��� η < 1
2����s%$�������������K���)�$���������

Ψ(x1, x2)
����
�������-7����������8�$��

K0 # (*�I�������
���������B��������������� ���4(*�����3���	�45�����&���./���������������	� ���8�/./0�����1��4� ����#
������
�1��-C)������������
K���B�����	7)���)�$���������

η2 ����1�0����	�<>/�������g������
��H>/�)#
�������+���$� ���

Q ⊂ K
�$�����������	��7D������0��������

(x1, x2) ∈ Q0 ./����1����+>/�
�$�)���	�������

∂x1∂x2Ψ(x1, x2) 6= ∂x2∂x1Ψ(x1, x2)
M z O

∗E0 ������� ������$%( E (���������$�&1�%(�� ��� ��
���� (E � ( � $���&1� ������� * ��������&1�%(
(���������$�&1�	( �9+



§
� � � � ���	��$���	���#" �	�����������	� � �����#������	� ��� �

��1����	���������
Q
# �U��������1������?>/�y5��R(*�����3���	��5�����&��T./���������������	�����

1����	��� ∗∗ C

��� � � c � a*] e!f�a � �)_@`@w � _@`@hDa � ]<\I]��D[!wKaDr!a � d [!\@[!f�[!kDa
d [!Z@[ c wKaUtD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wK[!kDa � _@`@wK`@kDa � d [ � ]Ppq[!k
���2��������3���	�:����
������:���������B����� ���:(*�����3���	� 5�����&�� ./���������������	�3#

�����J1����	�������H�$��5����������$�J6��������������-C
m [!`@Z@[!n$] ��� � ��� M�� �Dz,� 7s������������� � O � �b� φ(x1, x2)

����
���������
G�����3(*�80������	� ��
)�������+�$���$�)���	�

∂2
x1
ψ
7
∂x1∂x2ψ

7
∂x2∂x1ψ

���
∂2
x2
ψ
./���)#

�����������	�����-7�����(*��
+�$���$�)���+./��������������
��

∂x2∂x1φ(x1, x2) = ∂x1∂x2φ(x1, x2)
M ��O

1����	�����W�$�)���	�������Q���!���������J0������	�
(x1, x2) ∈ G

./����1����+>/��C

d [!e!a d hDe$] ��� � ����� ������������� � C ) C �?#L���U6��������������U�����T�/>/�)��
������8#
0��B���D7D�$�?>/��� �������	7;M ��OB1����	�������H0������	� ��
2(*�3�$�)���	�������DCG�������H��������#
1)��������� � C � C M ) OB1����	�����!� � ��
3�$�?>/'����)���	�

ψ(x1, x2)
����
�������-Cq�����)#

���	���7)�����$�<0������	�����������J����� ���U5�����&��T./���������������	���U�$���$�)���	�����
���@(*�����3���	�J5�����&��Y./���������������	�������K1����	�����Q
��������$�������

(x1, x2) 6=
(0, 0)

./����1����+>/��7/� ������������
������������ � C � C M |DO2����� C � C M �${DO21����	����������#
����
�C�(*�����3���	�+5�����&��9./���������������	�������4�$���$�)���	�����

(0, 0)
./����1����+>/��7

	���
3� � C � C M �DOW��� � C � C M � OW1����	��������������
�C�(*���������G7s�$���������
∂2
x1
ψ(0, 0)
���(*
������

(∂x1ψ(x1, 0)′(0)
./���������������8�DCG������1����

∂x1ψ(x1, 0)
# (*�4��
����

(*�3�$�)���	���3�
x1 6= 0

6����������-7-������?./�������
∂x1ψ(x1, 0) = 0

1����	�������D7
����
���%$����� � C � C M |DOW1����	�������$�-Cb��������� ���	7

∂2
x1
ψ(0, 0) = (0)′(0) = 0

C
���$������������'������

∂2
x2
ψ(0, 0) = 0

1����	�������C$����(*���$����������7
ψ(x1, x2)

����
3#
���������5�����0��B�"���	�����	������������� � C ) C �?#L���B6��������������+0������	� (x1, x2) ∈ R2

∗∗ �	(�� �����	��&1������"�� ��������$ �����	(�!�$���$�����"�����$��������%(��	��&1� � �����	��&1������"��%(�������+
��$��������B����"���"%(�
H����� Q (���������$�&1�%( "���� � ��&1� �,����� ��������"���.0����+H����������� .0������� �
���%( ��������
��"��%( ������
�	(���� ������������"�� 
 ����� Q � ( "���� � ��&1���,������� (λ−3

λ−2 )2 ��� Q � (
������������"����,� �������	��&1� ��������� * ����������"%��&1��"��1����&1��� 
/(�������
 3 < λ < 4 � �%!�+ � 	 ��� 

��$�+ � � �9+



� � � ������������������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�����	��!��	
��#" � �	�����'���	� � �����#����
. . .

./����1����+>/��CG�����G%$�����������Y�������$�-7/����� ����E��5����	��
���%$� �+7/����� ���	�@�������
� C � C M * OB��1����	�������DC

��5���
����$5�
����	�I�������������:�?>/��� ���������W�;C*����
�� ���I������������� ����	�������
����
����������������� ������1�5����������� (*���������Y5��	���$��5���� ���	��5����8����� ���3#
�����������8� �?./���������������4����
����������������������2(*��
�������	�������8(*�3�$��%$��� M ��%DC � ��� 7
� �-C * {�� � * { � �

� , � 7/� �-C � , * � � , + �
� ��z z,� 7G� �-C * z , O�C

m [!`@Z@[!n$] ��� � ��� M ����
�� �2�;C 7 �$| { � � �$| { |NC O � �b� x0 = (x0
1, x

0
2)

./���)#
1����	��� ��������� �����������)(*�

f(x1, x2)
����
��������� ������� �$���$�)���	�

∂x1f(x1, x2)
���

∂x2f(x1, x2)
���:�b�<�3�:5�����&�� ./���������������	����� ���!�"�3#

����
���������������K����
�������������K�����!�
x0 ./����1����+>/��7"����(*��
@����� ���	�y�������

�$���$�)���+./��������������


∂x2∂x1f(x0) = ∂x1∂x2f(x0)
M z O

1����	�������Q���W���"���V&��	�����

∂x̂2∂x1f(x0) = ∂x̂1∂x2f(x0)
M
2′
O

1����	�������$�� ∗ C

d [!e!a d hDe$] ��� � ��� � �;C�����
�� ���+�3�	�������������B����5��	���9���$�b� �������!���������D,
�b�

f(x1, x2)
����
�������g��� �4��� ���!�"������
�����������������

x0 = (x0
1, x

0
2)./����1����+>/��7 ����(*��


f
#L���4��������������� ���+(*�����3���	�	5�����&��F./���������������	�����

1����	���y���W./����1����+>/�AM ��� �4��� ���!�"������
���������������������R�
������y��%$���	�
���������B�+7�zqC �?# (*�$O�C
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x0 ./����1����+>/�
m

����� ���A5����b%������
anggrad(m) f(x0)

� ����������
�1��K���y������1�5�������3�D7
�����

anggrad(m) f(x0)
#L���9�$���$�)���	��������������	�������	�����E�$��5����������$�

6������������
f
#L���

m
# �4���Y���!�"������
�����������������������������

x0 ./����1����+>/��C

� ��� � Z@[!f c wA] Z c wKa � ] Z@n!`@[!k c wKa � \I] d [!Z@[ c wKagt c m p c Z@a
tD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wK[!kDa � t*] h d aDZ@a � � � � ���

f(x1, x2)
����
�����������������

x0 = (x0
1, x

0
2)

./����1����+>/�K�"���B��� �?>N#
���!�V
��?>/�������

∆2
[x0]f(h, k) =

= f(x0
1 + h, x0

2 + k)−f(x0
1, x

0
2 + k)−f(x0

1 + h, x0
2)+f(x0

1, x
0
2).

f�] e � ]-j � hDZI]
� ��� ��� M�� + * � 7;� �-C � �Dz � � � ) C O � f(x1, x2)

����
���������
������� Z@[!f c wA] Z c wKa � ] Z@n!`@[!k c wKa

x0 = (x0
1, x

0
2)

./����1����+>/��7/�$���3#
�����8�������

f ′
rg(x

0)
7s�b��0��������	�

λ > 1
����s%$�������������A���)�$���������y�$����#

�)���	�I��
+�G�$���$�)���	�

f ′
rg(x

0) = lim
(h,k)→(0,0)

1
λ
≤ |k|

|h|
≤λ

∆2
[x0]f(h, k)

hk

M ��O



� � � ������������������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�����	��!��	
��#" � �	�����'���	� � �����#����
. . .

>/'��������I���H�b�9�3�H>/'��������H���Y�������J��������5������������	�
λ
����s%$�?>/� ∗ C

��� �����P���	���)���	��./���������������	�����g� ������
�1������3�$������(*�����3��� 5��G#
�b%����Y5�����&��V./���������������4����
:5�����(*���)(*�-C������B���������	���@(*��������� �

m [!`@Z@[!n$]
� ��� ����� �b� f(x)

7
x = (x1, x2)

7s����
�������H��� �4���o����#
�"������
�����������������

x0 = (x0
1, x

0
2)

./����1����+>/��72����(*��

f

����
���������
x0

./����1����+>/�g������� �$���$�)���	�������P���	���)���	�
f ′
rg(x

0)
./���������������	�����

�$�)���	�������

∂x̂2∂x̂1f(x0) = f ′
rg(x

0) = ∂x̂1∂x̂2f(x0)
M z O

1����	���������-C
���U���������������������$����1�5���������	��� ����� � � ������������� ����5����3���	� 1��)#

�	���������-7
n
����	�������4����
���������+���������;����� ���2(*�����3���	�25����b%������85����)#

&��o./���������������	�������<����
��?./���	�������!�+C��3�A1����	������
��K��������3���	���J(*���3#
�����Q�	������(*�-7N���������8(*��F� ������0���
��������	���

x(x0
i )
7
x0(xj)

���
x0(xi, xj)�$���������	�������<M ��%DC } 7�zqC � C M ��O�7�zqC � C M z O8��� ) C ) C M ��O81����	���������$O�C

wK[!n$]
� ��� ����� �b� φ(x)

7
x = (x1, . . . , xn)

7$����
����������� �4���E���!�"�3#
����
�����������������

x0 = (x0
1, . . . , x

0
n)

./����1����+>/��7s����(*��

i, j = 1, . . . , n��
���(*��
����	�������������������y�����B���������	���

Bφ(x
0; h, k) = hkφ′′

x̂i,x̂j
(x0) + h

(
|h|+ |k|

)
· ω1(h, k),

M ) O

Bφ(x
0; h, k) = hkφ′′

x̂j ,x̂i
(x0) + k

(
|h|+ |k|

)
· ω2(h, k)

M * O
1����	������
��-7G�$������

Bφ(x
0; h, k) = φij(h, k)− φi(h)− φj(k) + φ(x0),

M + O

φij(h, k) = φ
(
x0(x0

i + h, x0
j + k)

)
,

M �DO

φi(h) = φ
(
x0(x0

i + h)
)
, φj(k) = φ

(
x0(x0

j + k)
)
,

M , O

lim
(h,k)→(0,0)

ω1(h, k) = 0, lim
(h,k)→(0,0)

ω2(h, k) = 0.
M � O

∗ ��� ��� ���%( ����$������ ����� 
$�&1�����%( � ����2�
���%(/.0$��%(�
 ������$���&1��� �������%!���&1�J��� �
��������� ��������� ��� � � ����2�
���%( * ����������������� �����������������������%��&1� � * ������$���.�� ����� � �

* + �9+,������������� 
,����� 
$�&1�����%( � ����2�
���%(/.0$��%( ��$���2�$%( ����$������ �����������%( ���,����. +



§
� � � ������� ���	���#" �����	&��	����!������#� � %	�����(&��$����	�����$�����	&��	����!����	� � �%�

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � � ��
�����%$���	�B� ti
����	�������

ϕ(ti, k) = φ
(
x0(ti, x

0
j + k)

)
− φ(x0(ti))

M |DO
����
�������-CG����������


ϕ(x0
i + h, k)− ϕ(x0

i , k) = φ
(
x0(x0

i + h, x0
j + k)

)
−

− φ
(
x0(x0

i + h)
)
− φ

(
x0(x0

j + k)
)

+ φ(x0)
M �${DO

��
3�;7/���� ��� �������-7

ϕ(x0
i +h, k)−ϕ(x0

i , k) = φij(h, k)−φi(h)−φj(k)+φ(x0).
M � ��O

����(*���$����������7

Bφ(x
0; h, k) = ϕ(x0

i + h, k)− ϕ(x0
i , k).

M ��z O
�	��� ����
�� ���y�"�����3���	���Q����
���%$�����	,

ϕ(x0
i + h, k)− ϕ(x0

i , k) = hφ′(x0
i + θ1h, k), 0 < θ1 < 1.

M � ) O
������1����

Bφ(x
0; h, k) = hϕ′(x0

i + θ1h, k), 0 < θ1 < 1.
M � * O

���������	�3%$�����-7

ϕ′(x0
i + θ1h, k) =

= φ′
x̂i

(
x0(x0

i + θ1h, x
0
j + k)

)
− φ′

x̂i

(
x0(x0

i + θ1h)
)
.

M � + O
��%$�	�<M � + O81����	�����I� �������?./�����B�Y���$��,

ϕ′(x0
i + θ1h, k) =

[
φ′
x̂i

(
x0(x0

i + θ1h, x
0
j + k)

)
− φ′

x̂i
(x0)

]
−

−
[
φ′
x̂i

(
x0(x0

i + θ1h)
)
− φ′

x̂i
(x0)

]
.

M � �DO

������� ��
���
φ
����
���������W6����������	� ����� ���@5�����&�� ./���������������	�����W���!�"�3#

����
��������������������
�������������
x0 ./����1����+>/��7�������1����UM � �DO #L����5�����������#

1)��� �"��	3%$���	����(*� 	����$�3���	�@� �����)�$��%����	������
��W(*��� ����&��	��� (*����������	�B�



� � � ������������������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�����	��!��	
��#" � �	�����'���	� � �����#����
. . .

�
��������	�+1����	�����������:����%$�������!�VM ��%DC ������� }�} 7 zqC * C M � O����4zqC * C M ��O;1��)#�	���������$O	���@��������'����!�+,

ϕ′(x0
i + θ1h, k) = θ1hφ

′′
x̂2

i
(x0) + kφ′′

x̂i,x̂j
(x0)+

+
(
|θ1h|+ |k|

)
· ω3(h, k)− θ1hφ

′′
x̂2

i
(x0) + |θ1h| · ω4(h, k) =

= kφ′′
x̂i,x̂j

(x0) +
(
|h|+ |k|

)
· ω1(h, k).

M � , O
��%$�	�<M ) O8������'������<M � * O8���RM � , O81����	��������������
�C��
����	��� ���������u��1�5�����������<M * O81����	�������C�������9��
���� ��'���
���(*
��)�D7@�����VM ) OE���=M * OE1����	��������(*�

h
���

k����	���������2���B�������B���������)��5������������	
��	��������
�C-�	�����+������1�5�����������	���-C

� � m [!`@Z@[!n$]
� ��� ��� 	 a � \I] n!_@tDaDi8[!k*] � M + O �"M , O)1����	��������(*� ������#'��B� 5�����&��

n = 2
7
i = 1

7
j = 2

��
���(*��
����	������
��g���
φ

����
�������
(*����������	�B�

f
����
�������!�+C/��������'����!�

f12(h, k) = f(x0
1 + h, x0

2 + k),

f1(h) = f(x0
1 + h, x0

2), f2(k) = f(x0
1, x

0
2 + k),

Bf (x
0; h, k) = f(x0

1 + h, x0
2 + k)− f(x0

1, x
0
2 + k)−

−f(x0
1 + h, x0

2) + f(x0
1, x

0
2).����(*���$����������7

Bf (x
0; h, k) = ∆2

[x0]
f(h, k).

M � � O
������1����JM ) O8���RM * O81����	������
��H������'�������
+�$��%$�3�D,

∆2
[x0]
f(h, k) = hkf ′′

x̂1,x̂2
(x0) + h

(
|h|+ |k|

)
· ω1(h, k),

M �$|DO

∆2
[x0]f(h, k) = hkf ′′

x̂2,x̂1
(x0) + k

(
|h|+ |k|

)
· ω2(h, k).

M z-{DO
����������
4����'����!�

∆2
[x0]f(h, k)

hk
= f ′

x̂1,x̂2
(x0) +

(
1 +
|h|
|k|

)
· ω1(h, k) · sign k,

M z ��O

∆2
[x0]f(h, k)

hk
= f ′′

x̂2,x̂1
(x0) +

(
1 +
|k|
|h|

)
· ω2(h, k) · sign h.

M z z O



§
� � � ������� ���	���#" �����	&��	����!������#� � %	�����(&��$����	�����$�����	&��	����!����	� � � �

������'��B��
��������$���������
λ > 1

����s%$���:���:�!�������!�
(h, k)

���!./���!�"�����

(0, 0)
./����1����	���$5���
 1

λ
≤ |k|

|h| ≤ λ
6����������������H��������!�+Cq����(*��
@M z ��O����

M z z O81����	��������������
:��������'����!�Y�����$����1�5�����������

f ′
rg(x

0) = f ′′
x̂1,x̂2

(x0),
M z ) O

f ′
rg(x

0) = f ′′
x̂2,x̂1

(x0)
M z * O

1����	���������DC
� � d [!\@[!f�a

� ��� ����� �b� f(x)
7
x = (x1, . . . , xn)

7B����
�������g���)#
�4���F���!�"������
�����������������

x0 = (x0
1, . . . , x

0
n)

./����1����+>/��7-����(*��

i, j =

1, . . . , n
��
���(*��
����	�������������������y�����B���������	���

f ′′
x̂i,x̂j

(x0) = f ′′
x̂j ,x̂i

(x0)
M z + O

1����	�����-C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � M ) OJ��� M * OJ1����	��������(*�U������'��B� 5�����&��

k = h(*��� �b%$�������-7/��������'����!�

Bf(x
0; h, h) = h2f ′′

x̂i,x̂j
(x0) + 2h2 · sign h · ω1(h, h),

M z �DO

Bf(x
0; h, h) = h2f ′′

x̂j ,x̂i
(x0) + 2h2 · sign h · ω2(h, h).

M z , O
����������
4������'������

f ′′
x̂i,x̂j

(x0)− f ′′
x̂j ,x̂i

(x0) = 2 · sign h · (ω1 − ω2)
M z � O

1����	�����-7+�������	����������s%$��
��9�3%$�������������9��������5������������	�
h
# >/�<���

�����$�F����� �4����
����3%$������5��F���!./���!�"������
3���	���$5���
�7	������
h → 0

C+�3�

���(*
������

ω2(h, h) = ω1(h, h)
1����	�������DC8�����!� M z + Oy1����	�����E�����3#

1�5�����������	���-C
d [!\@[!f�a

� ��� ��� � �!�������!� f(x)
7
x = (x1, . . . , xn)

7*����
���������
x0 =

(x0
1, . . . , x

0
n)

./����1����	���K�����������)(*�H�������J�$���$�)���	�
f ′
xi

7
f ′
xj

7
f ′′
xj ,xi

���
f ′′
xi,xj

./���������������	�����-CI�b�
xi

���
xj

����	�����������
f ′′
xi,xj

(x0(xi, xj))���
f ′′
xj ,xi

(x0(xi, xj))
����
�����������8�/./0�����1����

(x0
i , x

0
j)

./����1����+>/��7D����(*��

����� ���	�I�������

f ′′
x̂i,x̂j

(x0) = f ′′
x̂j ,x̂i

(x0)
M z-|DO



� � � ������������������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�����	��!��	
��#" � �	�����'���	� � �����#����
. . .

1����	�������DC
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � M � + O21����	�������Q����� �4����
��H�3%$�����+(*����&��	������	����?./�3#

���)�J���$��,

kf ′′
x̂i,x̂j

(
x0(x0

i + θ1h, x
0
j + θ2k)

)
, 0 < θ2 < 1.

M ) {DO
������1����JM � * O #L����
	����'����!�+,

Bf(x
0; h, k)=hkf ′′

x̂i,x̂j

(
x0(x0

i+θ1h, x
0
j+θ2k)

)
, 0<θ1, θ2<1.

M ) ��O
���$������7

tj
����	�������

ψ(h, tj) = f
(
x0(x0

i + h, tj)
)
− f

(
x0(tj)

)
����
���������@(*������'������!�V���I��
����	��� �������J�3� �4���	�����!�Y������'������

Bf(x
0; h, k)=hkf ′′

x̂j ,x̂i

(
x0(x0

i+θ3h, x
0
j+θ4k)

)
, 0<θ3, θ4<1.

M ) z O
����(*���$����������7:M ) ��OJ��� M ) z OH1����	�����������9����� �4����
��g�3%$�����������U1����	���
���4(*�����3���	�W5�����&���./���������������	�������@�/./0�����1������

(x0
i , x

0
j)

./����1����+>/�
�?./�������UM z-|DO81����	�������DC

� ��� � m

Z@aDf�a � d [!Z@[ c wKaUt c m p c Z@agtD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wK[!kDa �
_@`@wK`@k*]

m [!`@Z@[!n$]
� ��� ����� �b� f(x1, . . . , xn)

����
�������
m
# �4��� ���!�"������
3#

����������������
x0 = (x0

1, . . . , x
0
n)

./����1����+>/��7s����(*��
W�����$�
m

����� ���K0��)#
�����	�+(*�����3���	�:5����b%������:5�����&�� ./���������������	���@��
���(*��
����	�����

x0 ./���)#
1����+>/�8��� �������I��������5������������	�@5����b%������W5�����&�� � �?./���������������H����
3#
�������������������?>/��C:�3�$�g��� �-7

x0 ./����1����+>/�
m

����� ��� 0������	�F(*�����3���	�
5����b%������H5�����&�� ./���������������	�J1����	���-C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ��� �"����1����u�����$����� ��
���� �$��5����������$���Y����	�����
��B�+7
�����b���!�����3���	�

m
����� ���8(*�����3���	�25����b%������+5�����&��E./���������������	�

x0

./����1����+>/�8��� ������	�����W������(*�W����� ���B���������������@������������
�� 5����b%������
5�����&���� �?./���������������@����� ���:(*��
�������	�����!�+C*�3�$�B��� �	�$��5����������$���W����	����3#

��B�+7G�����



§
� ���	��!��	
��#" � �	�����$���	� � �����#����$&�� � �#"��'�	�	 � �	���$������ 	��!����	�#" � �	� �

. . .

� � �

∂mf

∂x̂im · · ·∂x̂ik+1
∂x̂ik · · ·∂x̂i1

(x0) =

=
∂mf

∂x̂im · · ·∂x̂ik∂x̂ik+1
· · ·∂x̂i1

(x0).
M ��O

����������
	���
3�D7*�����
k+1 ≤ m

7
k−1 ≤ m−2

Cq������1���� ∂k−1f
∂x̂ik−1

···∂x̂i1
(x)

����
�������y�������
x0 ./����1����+>/�H��� �4���=���!�"������
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2
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1
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hk
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��G�$���$�)���	�	CA����(*���$����������7
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������� ��
���
���(*
������ ���������TM ��O�>/'������)�$������� ��
��������������!� ) C � C M �${DO�7
) C � C M � ��OB>/'����������H(*�������J��������5������������	�������K������� ��
����DC

x0



§
� ���	��!��	
��#" � �	�����$���	� � �����#����$&�� � �#"��'�	�	 � �	���$������ 	��!����	�#" � �	� �

. . .

� � �

� � � � f�] e!n![!`@Z@[!kDa m aRj � h*] Z@a
�����������	������	�������

f(x1, . . . , xn)
����
���������<>/'��������g� ��
3%$���	����#

�$���
x0 = (x0

1, . . . , x
0
n)

./����1����+>/�+M ��%DC�������� } 7 � C ) O�7 x ����	�������80������3#
�	�W�������)��5������������	�

xk
5�����6���
���
�1��W���!./���!�"�����J���������$�

x0
k

>/'���������#
5���
�CP5�����6���
���
�1����	�3�	�����!./���!�"�����+�������+�$�)���	����� �������������"���	�	���)�?>N#
���!�+7������

x1, . . . , xn
����	���������K����������
 ���

x0
1, . . . , x

0
n

>/'������������$5���

�!./���!�"�����$���y���u��������
4(*��>/')���)���	
��H��������� 6����������!�+C����$� �V>/'������)�
��./���������

n
# �4���������@>/'��������<M 5�����&����	7/��������� �-7N�$��������� �H���I�-CN(�C O�C

��%$����������%$���Q���������
��I�����!�b%$�����H(*�3�!./�����	���T����
����
f(x1, . . . , xn)����
���������K0��B�"����������

x0 = (x0
1, . . . , x

0
n)

./����1����	���R�����������)(*�-7����)#
��:����	�����

x1, . . . , xn
5�����6���
���
�1��������@�!./���!�"���W�3�����������

x0
1, . . . , x

0
n5�����6���
���
�1��������$5���
@� ��
���%$���	�����R����
����!����
������!� ���H��%$����������%$���R����
3#

�������������������!�+C
���V������5�����0��B�"���	�������!� ����� ����	������� ����
���������=� ��
3%$���	���!�+C

�!�������!�+72�����E����	�������
ϕ(x1, x2)

����
�������E� ��
3�$�?>/'����)���	���
x0 =

(x0
1, x

0
2)

./����1����	���J�����
�1����
U0(x0)

��

U(x0)

�����������)(*�-C
�!�������!�+7"0������	�

x2 6= x0
2

��
���(*��
����	���������������<���)�$���������K�$���$�)���	�
lim
x1→x0

1

ϕ(x1, x2) = β(x2)
>/'��������-C*(*���������I(*����&��	����� � ��
3%$���8��� ����
����

β(x2)
����
�����������������

x0
2

# >/�y>/'��������F���)�$�����������E�$��5��!�b%$�-C8���A�->/�!�
������'������I���B�b#L���B���I� ��
��������������!���@>/'��������

ϕ(x1, x2)
#3�������

x0 # >/��,

lim
x2→x0

2

lim
x1→x0

1

ϕ(x1, x2).
M ��O

��������� � ��
��������������!���J>/'��������Q������'������ �4���
x2 → x0

2

�����!./���!�"�����!�
0��������	�J�"���3�$�����������	�

x1 6= x0
1

��
���(*��
����	���������������K���@(*���������
x1 →

x0
1

�����!./���!�"�����!�+,

lim
x1→x0

1

lim
x2→x0

2

ϕ(x1, x2).
M z O

����(*���$����������7�����%$���	���!�u��������5������������	���������

lim
x1→x0

1

x2→x0
2

ϕ(x1, x2)
M ) O



� � � ������������������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�����	��!��	
��#" � �	�����'���	� � �����#����
. . .

>/'������)�9M ���������8�$�� >/��� �4��� ��./���������y��������� �J>/'��������$O ���y� ��
����3#
���������!�XM ��O8���RM z O2>/'����������H(*�������DC

��� �3� �$��������������� �$�?>/��� ������� ��%$����������%$�����-C��������W�$�����8�G�$1��������#
���V� ��
�����%$���	�B�u����� ���	�!�������-C

n$] f�] wKa m a � � � �����

ψ(x1, x2) =





x1x2

x2
1 + x2

2

,
������

(x1, x2) 6= (0, 0),

0,
������

(x1, x2) = (0, 0)

����
����������>/'��������U��� �������
(0, 0)

./����1����+>/�gM ��%DC�������� } 7)����� ���	��#
���<zqC zqC z O�C����������H�����)�D7;0��������	�

x2 6= 0
��
���(*��
����	���������������U� ���������

lim
x1→0

ψ(x1, x2) = 0
CG������1����

lim
x2→0

lim
x1→0

ψ(x1, x2) = 0.

��
����	��� ���������u������'������

lim
x1→0

lim
x2→0

ψ(x1, x2) = 0.

��������� ���	7
ψ(x1, x2)

����
����������>/'������������ �������
(0, 0)

./����1����+>/��7
�b���� ���	./����1����+>/�4�����$�H� ��
��������������!���@>/'����������H1����	���-C

n$] f�] wKa m a � � � ��� �

χ(x1, x2) =




x1 + x2 sin

1

x1
,

������
x1 6= 0,

0,
������

x1 = 0
����
�����������������Q� ���������D,

lim
x1→0
x2→0

χ(x1, x2) = 0, lim
x1→0

lim
x2→0

χ(x1, x2) = 0,

%$���	�
lim
x2→0

lim
x1→0

χ(x1, x2)
��� ���)�$���������DC*����(*���$����������7

χ(x1, x2)
����
3#

��������
(0, 0)

./����1����+>/�J�������<>/'��������R���A���B�b#L���B���A� ��
��������������!���



§
� ���	��!��	
��#" � �	�����$���	� � �����#����$&�� � �#"��'�	�	 � �	���$������ 	��!����	�#" � �	� �

. . .

� ���

>/'��������-7�%$���	� ���������K� ��
��������������!���g>/'��������E��� ���)�$���������F���������
./����1����+>/��C

n$] f�] wKa m a � � � � � �

ω(x1, x2) =





x2
1 − x2

2

x2
1 + x2

2

,
������

x2
1 + x2

2 6= 0,

0,
������

x1 = 0 = x2

����
���������
(0, 0)

./����1����+>/�Q�������U���������J� ��
��������������!���R>/'��������<���
���$��
��W���B�������B��� ��
3��%$�������������	���-,

lim
x1→0

lim
x2→0

ω(x1, x2) = lim
x1→0

x2
1

x2
1

= 1,

lim
x2→0

lim
x1→0

ω(x1, x2) = lim
x2→0

−x2
2

x2
2

= −1.

���W����
���������
(0, 0)

./����1����+>/� >/'��������Q���o�������D7"������� ��
��� ���:./���)#
1����+>/�4�����$�H� ��
�����	�������	�I>/'����������@���B�������B��� ��
3��%$�������������	���-,

lim
x1→0

ω(x1, 0) = 1, lim
x2→0

ω(0, x2) = −1

M ��������� ��
��B�+7*�����2� ��
�����	�������	� >/'������������I1����	����� �������I��������	�3#
�����	�-7������ �����:�����I�$��5����������$�J>/'��������y���)�$������������������� �U��%DC�������� } 7
zqC ��O�C

d [!e!a d hDe$] � � � ����� >/�����B� ��'�./������� �$��1)����������D7	��
����	��� ���������
��������� �I�����������������������������$�� M�� * � 7G� �-C�| ) � � �$| �

� , * � O�C

� � ��%$�	�H��������0�����
��B�Y�����������!���@%$���$���!�����J(*������� �����-C
m [!`@Z@[!n$] � � � ��� M�� ����� 7B� �-C ) � ��O � �b�u(*�3�$�)���	�������	���E(*��������� �

�����I6����������-,
��O8���)�$���������J�$���$�)���	�H��
+�G�$���$�)���	�

A = lim
(x1,x2)→(x0

1,x
0
2)
F (x1, x2)

M * O

>/'��������RM ��������� �@>/'��������$O
�



� � � ������������������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�����	��!��	
��#" � �	�����'���	� � �����#����
. . .

z OQ0��������	�
x1 6= x0

1

��
���(*��
����	���������������
x0

2

# >/�K���)�$���������
x2
#L���

���������B� �$���$�)���	�

λ(x1) = lim
x2→x0

2

F (x1, x2)
M + O

>/'��������-C
����(*��
4���)�$���������Q� ��
��������������!���

lim
x1→x0

1

λ(x1) = lim
x1→x0

1

lim
x2→x0

2

F (x1, x2)
M �DO

>/'��������I���I���Q1����	���I��������� �
A

>/'��������DC
m [!`@Z@[!n$] � � � ��� M�� ����� 7;� �-C ) �Dz O � �b��./��
��R��������������� ��OW���<z O

6������������!����
:���B����� (*�3�$�)���	�������	���I(*��������� �@6������������,

) OQ0��������	�
x2 6= x0

2

��
���(*��
����	���������������
x0

1

# >/�K���)�$���������
x1
#L���

���������B� �$���$�)���	�

µ(x2) = lim
x1→x0

1

F (x1, x2)
M , O

>/'��������-C
����(*��


F (x1, x2)
����
���������

(x0
1, x

0
2)

./����1����+>/�B�������W���������B� ��
����3#
���������!��� >/'�������� ��� ���!�����3���	� ���!��� ��
�� 1����	��� ��������� �

A>/'��������D,

lim
x1→x0

1

lim
x2→x0

2

F (x1, x2) = A = lim
x2→x0

2

lim
x1→x0

1

F (x1, x2).
M � O

n$] f�] wKa m a � � � ��� � � � z-|U./���8����������S��	���J� ��
���%$���	�
ϕ(x)

7
x ∈

[0, 1]
7N����
�������-7N���������	���1����	���

c
����s%$�����H���������
����8���

x
# >/�+���

d
����s%$�����9�����������
����8���

x
# >/��C � � | |9./���8�E6�����
3�$S����������E5��U�������3#

1�5�����

ϕ(x) = d+ (c− d) lim
n→∞

lim
m→∞

(cosn!πx)2m M |DO
1����	�����RM�� ��z,� 7/� �-C � + , O�C

ϕ(x)
# �2��./���������2��������S��	�3�	����
�������-7!���������	��A./0�����1����	���20������8#

� ��

[0, 1]

# >/�	���I��5�������
����Q���������J���������45��	�����UM�� * + � 7G� �-C ) � * O�C
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(*����
���(*
��B�+7B�����
xϕ(x)

����
���������/./0�����1����E���B���������B�
x = 0./����1����+>/��C

d [!e!a d hDe$] � � � ��� � M * O)�$��%$��� �$���$�)���	� >/'��������@���)�$�����������I��
2���)#
���)�$����������� �����$����� ��
���� (*����&��	�����X� ������0���
�������� ����
���� ������� } #L���
� C ) C �H�������������-C

� ��� � kD[!_I] i8a � n!aD[!Z@a � ] Z@n!`@[!k c wKa �Em hDa � [!kD[!kDa�� �
� � � � � ��� �����

������������
����U(*����
���(*
��B�+74�����U��������	��������
9����
��������� (*����&��	�����
0������	� ��
US�����
����3� ����1�������$���������F�$���$�)���	��./���������������	�����-7+���������
�����)�D7H0������	� ��
�����5��	�������	�u��0��)�o5�����&�� ./���������������	�����DCQ���$� �����
ϕ(x1, x2) = α(x1) + β(x2)

����
�������-72�$������ �$���$�)���	�
α(x1)

���
β(x2)

����
�����������R0������	� ��
Q����5��	�������	���<./���������������8��M ��%DC)������� }�} 7
� C � * O�C	�3��� ������������
������������ ����������
�7:�����

∆2
[x0]ϕ(h, k) = 0

0������	�

x0 = (x0
1, x

0
2)

./����1����+>/� M ��%DC8������� } 7 , C + C M ) Oy1����	�����$O�C8������1����
ϕ′
s(x

0) = 0
0������	� ��
�C

�b��5��
λ(x1)

���
µ(x2)

����
�����������9����
������!� �$���$�)���	�
λ′(x0

1)
���

µ′(x0
2)

./���������������	�����-7P����(*��

ψ(x1, x2) = λ(x1)µ(x2)

����
���������+�������
����1�������$���������I./���������������	�

(x0
1, x

0
2)

./����1����+>/�:��� �$�)���	�������

ψ′
s(x

0
1, x

0
2) = λ′(x0

1) · µ′(x0
2)

M ��O
1����	�����-C/����������
�7�5�����&����	7/� ������������
������������

(x1 · x2)
′
s(x

0
1, x

0
2) = 1

M z O
1����	�����I0������	�

(x0
1, x

0
2)

./����1����+>/��C
� aDe$] \I] \@[!k*] � ��� ����� �!�������!� f(x1, x2)

����
���������
x0 = (x0

1, x
0
2)./����1����+>/�y�������U�$���$�)���	�

f ′
s(x

0)
C)����(*��
y����� ���	�U��������(*�����������"���3#

1������D,
��O
f(x1, x2)

�"���B���V�?>/���!� �/./0�����1����
x0 ./����1����+>/�

�
z O

∆2
[x0]f(h, k)

7!����� ����
(h, k)

# �2����
�������-7?�/./0�����1����
(0, 0)

./���)#
1����+>/��C
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��#" � �	�����'���	� � �����#����
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\I] n!_@tDaDi8[!k*] � �4���Y���B���

∆2
[x0]f(0, 0) = ∆2

[x0]f(h, 0) = ∆2
[x0]f(0, k) = 0.

M ) O
�����������7

f ′
s(x

0)
#L���I�$���$�)���	����������
 � ������������
������������

lim
(h,k)→(0,0)

∆2
[x0]f(h, k) = 0

M * O

1����	�����-72����X
���(*
������
f
#L���F�"���B��� �?>/���!� �/./0�����1��������

x0 ./���)#
1����+>/��C

∆2
[x0]f(0, 0) = 0

1����	�������E� �!�������	���!./��
������!� M * OJ��&��	�����

∆2
[x0]f(h, k)

#L���4�/./0�����1��������
(0, 0)

./����1����+>/��CD./��
��������������W������1�5���#
��������	���-C

���!�"������
�������	�������)�$���������<���A����1�������$���������A./���������������	�-7b���$�
��������
4����5�����(*�����������	
��-C

m [!`@Z@[!n$] � ��� ����� �b� f ′
x1

(x0
1, x

0
2)
7
f ′
x2

(x0
1, x

0
2)

���
f ′
s(x

0
1, x

0
2)

�$����#
�)���	���-7 ����(*��
����)�$���������

df(x0
1, x

0
2)

���!�"������
�������	�-CD������������
�7P�$���$�)�G#
�	�

f ′
s(x

0
1, x

0
2)
#L���2���)�$���������2���E� ������������
������������

strgrad f(x0
1, x

0
2)
#L���

�$���$�)���	����������
y���-7b���!� ���"���	7b���T� ������������
������������
df(x0

1, x
0
2)
#L���

���)�$��������������
�C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � f ′

s(x
0
1, x

0
2)
#L���I�$���$�)���	����������
 ���

f ′
s(x

0
1, x

0
2) = lim

(h,k)→(0,0)

∆2
[x0]f(h, k)

|h|+ |k| ·
|h|+ |k|
hk

1����	����������
 � ������������
������������A������� }�} #L��� ) C + C M � * O+1����	�����-7�����
�����#����

(|h|+|k|)/|hk| ���!./���!�"����� +∞ #L5���
�7-������

(h, k)→ (0, 0)
CP������#

1����
f

����
���������g���!�"������
���������������������
(x0

1, x
0
2)

./����1����+>/�K��������#
1)��������� ) C + C * �������������I���������:������������
�C

(*���������G7�������� }�} #L��� ) C * C M ��z O	1����	�����!�u� ��
3�$�?>/'����)���
g(x1, x2)����
���������

(0, 0)
./����1����+>/�Q�������<�$���$�)���	�

strgrad g(0, 0)
M ��%DC�����#

��� }�} # (*� * C z$#L��� �����$���$�)���	�$O�C ������������
�������7 ��� ����
�����������������
∆2

[0,0]g(h, k) = hk sin 1
hk

���+������1����
g′s(0, 0)

�������)�$���������DC*�������������
������1�5�����������	���-C
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� ��
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m [!`@Z@[!n$] � ��� ��� � �!�������!�+7
f(x1, x2)

����
���������
x0 = (x0

1, x
0
2)./����1����+>/�B�������	�$���$�)���	�

f ′
s(x

0)
C ����(*��
����)�$���������

x0 ./����1����+>/���/.N#
0�����1��

g(x1, x2)
����
�������-7G���������8�$����������I(*��������� �@�����H�������$�����-,

f(x1, x2) = g(x1, x2) + f(x1, x
0
2) + f(x0

1, x2)− f(x0
1, x

0
2),

M + O

g′s(x
0) = f ′

s(x
0).

M �DO
�b��5�� ��������1������!�

f(x1, x2)
����
�������:� ��
�����	�����!���/./0�����1����

x0 ./���)#
1����+>/��7/����(*��


f(x1, x2)
�/./0�����1����

x0 # >/��C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ) C � C M |DO"1����	������(*�2������'��B� x0

1+h = x1
7
x0

2+k =
x2

���I��� �I���$�4� �������?./�����B�+,

f(x1, x2) = g(x1, x2) + f(x0
1, x2) + f(x1, x

0
2)− f(x0

1, x
0
2),

M , O
�$������

g
����
�������@� ��
3�$�?>/'����)���	���

g(x1, x2) = ∆2
[x0]f(x1 − x0

1, x2 − x0
2)

M � O
1����	�����!�+C

g(x1, x2)
����
�������R�/./0�����1����

x0 ./����1����+>/�y./��
����������3#
��� ) C * C �?#L���K&����	�!�+C

g′s(x
0
1, x

0
2)
#L���K� �����)�$�!�����	���	��� �$� � �������Q(*�������)#

� ��
��B�
∆2

[x0]g(h, k)
CG� ���������D,

∆2
[x0]g(h, k) = g(x0

1 + h, x0
2 + k)− g(x0

1, x
0
2 + k)−

−g(x0
1 + h, x0

2) + g(x0
1, x

0
2).

����� ������M ) O�1����	������� &����	�!�+7
g(x0

1, x
0
2 + k) = g(x0

1 + h, x0
2) =

g(x0
1, x

0
2) = 0

C8������1����
∆2

[x0]g(h, k) = g(x0
1 + h, x0

2 + k)
C8����� �����

g(x0
1 + h, x0

2 + k) = ∆2
[x0]f(h, k)

CG��������� ���	7

∆2
[x0]g(h, k) = ∆2

[x0]f(h, k).
������� ��
����)�$���������4�$���$�)���	�

f ′
s(x

0)
7 ������1����

g′s(x
0)
#L��<�$���$�)���	���:���

����� ���	�I�������UM �DO81����	�������DC
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����	�Q������������������
4� ������������
������������H(*��������� �
m [!`@Z@[!n$] � ��� � � � �b�

f(x1, x2)
����
����������������� �$���$�)���	���

f ′
s(x

0
1, x

0
2)
7G����(*��
�,

��O
f(x1, x2)

����
����������� ��
�����	�����!�X5�����&��=�/./0�����1������
(x0

1, x
0
2)./����1����+>/�4�?./�������

f(x1, x2)
#L���I�/./0�����1��������Q���������4./����1����+>/�

�
z O

f(x1, x2)
����
��������� � ��
�����	�����!� ���!�"������
�������������������

(x0
1, x

0
2)

./����1����+>/� �?./�������
f(x1, x2)

#L��� ���!�"������
���������������������
(x0

1, x
0
2)
# >/��C

��������5������������	�����	����1�������$�������F./���������������8�$�	���B(*�����3��� 5�����&��
./���������������8�8(*������� 	�����������0����	�����B�9(*��������� �B�����8���������������8�$��%$�!�+C

m [!`@Z@[!n$] � ��� ��� � �b� x0 = (x0
1, x

0
2)

./����1����	���g�����������)(*�A�$����#
�)���	���

f(x1, x2)
����
��������� ���B����������
� (*�����3���	��5�����&�� ./�������)#

�������	�-7*����(*��

f ′
s(x

0)
#L��� ���)�$�������������������H��������	�������	��� ���	�$��5����������$�

���4(*�����3���T5�����&��o./���������������8�AS�����
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�7

ν(x0
2 +

k) − ν(x0
2)

�������D72���B���E�3%$�����-7
∆2

[x0]f(h, k)
���-72���������A�3%$�����-725��

kν ′(x0
2 + θ2k) = hk∂x2∂x1f(x0
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f ′
s(x

0)
#L���8���)�$�������������������
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� � ) ��� 7 � � * {������ � � � , ��
���(*�����������!�+C

� � � ��
3�G�$�?>/'��������	� ��������� �4��
�1���� �����	�:���	�����4����	�������@�����$�)#
�8��1)������� �/./0�����1��-7*5�����&������	��6�(*������@5��	���$���D7N����
�������4./�����������)#
� ��
���
	5����	�������Q����������1������H��%$���J�������8�$�?>/�����$�!�����C

�$��%$���	�������	7����y������(*�<� ������5����	�3���	���<(*��������� �R���������
��-,)� ��
3�G#
�$�?>/'�������� ��������� ��
�1���� �����8�u��� ����� ����	�������u�����$���8��1)�������
�/./0�����1	7�5�����&����9�	��6�(*������45��	���$���D7 ����
���������+�������4�b�y�����B�$���$�)���	�
&��	�������I� ����������
�1��-7�5�����&����	7N�$�)���	�I���!�"������
�������	� �

�3�2���������
��������������!�����E�������8� �����?./0�����1����	�8���!���������80������	��./���)#
1����	�����������DC+������������
<���B�����	72��������3���	���E����%$���$���!�������F���A./����1���#
�	�������$�-7��	������� ���U��
�1���
3�������<./����1����	���������$��%$�!�+7����������4���!�������$��
�����������!�����Y./0��������I��'�
���(*
3���	�H���������
��-C



§
� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���'�	��!��������	��#" &�� � ��������
��	�����	�	&����	� �����

§ ��� f�] e c � ]-j � hDZ@[!wKaU`@Z@n$] f�aUaDe!_@[!f�ZI] wKa �
\@a

�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*]

������� tD[!Z@r!` \I] d [!Z@[ c wKaUtD[!Z@r!` � ] Z@n!`@[!k c wK[!kDa
f�] e c � ]-j � hDZ@[!wKaU`@Z@n$] f�aUaDe!_@[!f�ZI] wKa �Nm hDa �

�!�������!�+7������ ����	�������
f(x, y)

����
������� �4���������������
Q ={

(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d
} �����B��5����b%$����>/��C2� ��
3#

����%$���	�B�
f
#L��� f�] e c � ]-j � hDZ@[!wKa�`@Z 
 [!ZI] \@a

F (x, y) =

x∫

a

y∫

c

f(t, τ) dt dτ
M ��O

aDe!_@[!f�ZI] wKa 7q���������	����$���$�)���	�Q����
���������I0������	�
(x, y) ∈ Q ./���)#

1����+>/��C"�3�K� ������������
������������R����������
�7"����� ∫∫
Q

|f(t, τ)| dt dτ #L���Q�$����#

�)���	�����4�?./������� x∫
a

y∫
c

|f(t, τ)| dt dτ #L���+�$���$�)���	�������@0������	�
(x, y)∈Q

./����1����+>/��C/����������
:5��I� ������������
������������ x∫
a

y∫
c

f(t, τ) dt dτ
#L���@�$���$�)�G#

�	�����I0��������
(x, y) ∈ Q ./����1����+>/��C

��������
����J���������������H&����	�!�=M�� ) � 7N� �-C * ��, O�7"M ��O21����	����� (*����&��	�����	����?./�����)�J����
����������	,

F (x, y) =

x∫

a

( y∫

c

f(t, τ) dτ
)
dt,

M z O

F (x, y) =

y∫

c

( x∫

a

f(t, τ) dt
)
dτ.

M ) O

�b��M z O21����	�������J���������B� � ����������0���
����!� �	������� ���Q���������������<M ��%DCq(*�3#
�$�������	�-7 ) O�7�����(*��
Q�$�����������	�A���

x
./����1����	�������$�-72���������4���!�������$��



��� � ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

�$�)���	�������

F ′
x(x, y) =

y∫

c

f(x, τ) dτ
M * O

1����	�����-72��������5������������	���
y

6�����������1���>/��C
y
#L���E����	���	�������$��� ��s#

���	�����4�$�����������	�+���
x
#L�������$�-7q���������4���!�������$�������� ���	�W�������AM * O�1��)#�	�������DC

�3�I�$��1)��������@(*�����!./�����	�J1����8�$1��������H���I��������1�5�����
m [!`@Z@[!n$] ��������� M�� � ) � 7 § , O � 0��������	� f ∈ L(Q)

����
�����������������
���)�$����������
H���$� ���K>/���������

e1 ⊂ [a, b]
7 |e1| = b − a ���

e2 ⊂ [c, d]
7

|e2| = d− c �$�����������	�������-7s�����yM ��O+1����	�����!�
Q
# >/�:� ��
3�$�?>/'����)���

�$���$�)���
F (x, y)

����
���������J�������H(*��������� �I�������$���������-,
��OB�$���$�)���+./��������������
��

F ′
x(x, y) =

y∫

c

f(x, τ) dτ
M + O

1����	�����I�$�)���	�������J0������	�
(x, y)

./����1����+>/��7�������
x ∈ e1

���
c ≤

y ≤ d �
z OB�$���$�)���+./��������������
��

F ′
y(x, y) =

x∫

a

f(t, y) dt
M �DO

1����	�����J�$�)���	�������y0������	�
(x, y)

./����1����+>/��7"������
a ≤ x ≤ b

���
y ∈ e2 �

) O ���)�$���������R���$� ���y>/���������
E ⊂ Q

�$�����������	��7;����� |E| = |Q|���W�$���$�)���+./��������������
��

F ′′
x,y(x, y) = f(x, y) = Fy,x(x, y)

M , O
1����	��������� ∗ �$�)���	�������H0������	�

(x, y) ∈ E ./����1����+>/��C



§
� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���'�	��!��������	��#" &�� � ��������
��	�����	�	&����	� ��� �

���2��������������� ��O)��� z O���1�5����������
��4� ����	�����
�������
�7*��������������	������#
��
��

F ′
x

���
F ′
y

����
�����������W�$���$�)���	���Q���!���������Q0������	� ��

Q
# >/��C

���"��� >N�G�$1����	,
F ′
x(x, y)

����
�������U�$���$�)���	��� E1 =
{
(x, y) ∈

Q : x ∈ e1, c ≤ y ≤ d
} 7 |E1| = |Q| 7��$�����������	��>/�H���

F ′
y(x, y)

5��
�$���$�)���	��� E2 =

{
(x, y) ∈ Q : a ≤ x ≤ b, y ∈ e2

} 7 |E2| = |Q| 7�$�����������	��>/��C
����
��������������-7N� ������5����3�

F ′
x

���
F ′
y

����
�������������
Q
# >/���4�������������������

�$��5��!�b%$�-C�������������
:����5�����(*���������!�u�����B���������	���
� aDe$] \I] \@[!k*] ����������� F ′

x

���
F ′
y

����
����������� �4���������������
Q
# >/��C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ������� ��
 f ∈ L(Q)
7/������1���� |f | ∈ L(Q)

7���CG�-C

b∫

a

d∫

c

∣∣f(t, τ)
∣∣ dt dτ ≡ I(f)

�$���$�)���	�H����s%$�����-C��3�J5��RM + O81����	����������
 � ������������
������

∣∣F ′
x(t, τ)

∣∣ ≤
y∫

c

∣∣f(x, τ)
∣∣ dτ ≤

d∫

c

∣∣f(x, τ)
∣∣ dτ, x ∈ e1,

��1����	�������Q� �!�������	���!./��
������!�o��&��	�����-7������

b∫

a

∣∣F ′
x(x, y)

∣∣ dx ≤ I(f).

����������
45��I� ������������
������������H(*� �"���$�����

b∫

a

d∫

c

∣∣F ′
x(x, y)

∣∣ dx dy ≤ (d− c) · I(f) < +∞,

∗ ����$�����������. � �%!�+ .0��$�� ����� 
 § � � F ′′
x,y = ∂y∂xF ��� F ′′

y,x = ∂x∂yF
(�����"���&1����"���+



��� � ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

�����J� ������
F ′
x ∈ L(Q)

C/���$�����4��� ��
��������-7������
F ′
y ∈ L(Q)

C
���������2(*�����3���	�W5�����&�� ./���������������	��� �4�����������������

Q
# >/�85��-7N� ��#

����������
�������������M , O+1����	��������������
�C

����� � f�] e c � ]-j � hDZ@[!wKaU`@Z@n$] f�aUaDe!_@[!f�ZI] wKa �
\@a

�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*]

�!�������!�+7����B���H����	�������
ϕ(x)

����
���������4���������������
[a, b]

�$��� ����
3#
1�>/�	���I� ��
�����%$���	�B�u�����$� f�] e c � ]-j � hDZ@[!wKa

φ(x) =

x∫

a

ϕ(t) dt, ϕ ∈ L([a, b]),
M ��O

aDe!_@[!f�ZI] wKa C
�	������� �������������������VM �$| { ) .�C OK&����	�!� ���)�$���������F���$� ���g>/���������

e ⊂ [a, b]
7 |e| = b− a 7G�$�����������	��7������ φ′(x) = ϕ(x)

1����	�����J��
3�;7
���� ��� �������-7

lim
h→0

1

h

x+h∫

x

ϕ(t) dt = ϕ(x)
M z O

1����	�����W�$�)���	�������J0������	�
x ∈ e ./����1����+>/��C

(*����
���(*
��B�+7b�����<M z O@1����	�����A�$�)���	�������
ϕ

����
�����������	������� ���
x
./����1����	���?>/��C�5�����&����Y5��-7

ϕ
����
���������I�/./0�����1��������Q./����1����	���?>/��7

�b��5��8���$� ���8./����1����	�����+�������
ϕ
����
���������DCP�3�8��5���
����$5�
����	�8(*��� �b%$�������

./������������� ��
3�
R
#L��
�1���� �����	�����������4���������G�+���2�������3�IM ��%DC�(*�3�$�������	�$O

���������������J� ����������	�������
L
#L��
�1���� �����+>/��C

�$�����$�����!�u����
��������������@(*��������� �I�����I���������
��-,
} O
Q =

{
(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d

} �����B��5����b%$����>/�
�4�������������

f
����
���������I(*�3�$�����������Q� ��
3�G�$�?>/'��������T���������

F (x, y) =

x∫

a

y∫

c

f(t, τ) dt dτ
M ) O
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� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���'�	��!��������	��#" &�� � ��������
��	�����	�	&����	� ��� �

��
�1���� �����8�J�������y�b�9�����I���!�"������
�������	� �
}�} OI�b��5��

F (x, y)
����
���������<�����������!�"������
�������	�-7b����(*��


f
����
3#

������!� ����� ���o%$���$���!���������
F
#L���A���!�"������
���������������������R./����1����	�3#

��� �
���������
�� } OJ� ��
���%$���	�����g��������7b%$���	� ���������
�� }�} O@(*�3�!./�����	���	���

§ * # (*�-C�������?./0��B� (*��������� �@�	�����!�+C
wK[!n$] ����� ��� M�� �${ {�� 7 � �${ , � O � 0��������	� �4������������� f ∈ L(Q)

����
3#
����������������g���)�$���������g���$� ���<>/���������

E ⊂ Q
�$�����������	� |E| = |Q|�������$�������D7������40������	�

(x, y) ∈ E ./����1����+>/�	(*�3�$�)���	�������	���

lim
h→0

|k|≤c|h|

1

h

x+h∫

x

y+k∫

y

f(t, τ) dt dτ = 0,
M * O

lim
k→0

|h|≤`|k|

1

k

x+h∫

x

y+k∫

y

f(t, τ) dt dτ = 0
M + O

1����	���������H0��������	�
c > 0

���
` > 0

�3�������������������������DC
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � >/��� �����������Q(*�3�/>/')�����������o(*��� ����&��	���Q�����P���	����#

%$���B�+7D�����
h > 0

���
k > 0

C ������
k ≤ ch

7-�$������
c > 0


��������$���������
�3�������������-7�� ���������

∣∣∣∣
1

h

x+h∫

x

y+k∫

y

f(t, τ) dt dτ

∣∣∣∣ ≤
1

h

x+h∫

x

y+ch∫

y

|f(t, τ)| dt dτ =

= ch

(
1

h · ch

x+h∫

x

y+ch∫

y

∣∣f(t, τ)
∣∣ dt dτ

)
.

M �DO

� ��
3�G�$�?>/'��������	�@��
�1���� �����	�����������J�����P���	���)���	�W./���������������	���H���)#
�$����������� (*�3�$��%$���:�	������� ���AM ��%DC (*�3�$�������	�-7 * O����������������KM�� + * � 7D� �-C � , �



����� ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

��
 � � {DO<&����	�!� ���)�$��������� ���$� ��� >/���������
E1 ⊂ Q

7 |E1| = |Q| 7�$�����������	��7N�����WM �DO�1����	�������I�"��	3%$���	����(*� 	����$�3���	� � �����)�$��%����	�������
>/'����������Q�$���$�)���	� |f(x, y)| �$���������I0������	�

(x, y) ∈ E1
./����1����+>/�

���:0��������	�
c > 0

�3���������������������D7N������
h→ 0

C*�������@� �!�������	���!./��
��3#
���!�+7�M �DO #L����
:� ������������
������������EM * O	1����	����� (x, y) ∈ E1

./����1����	�3#
�������������DC

(*����
���(*
��B�+7������yM * O2�$�)���	������� (x, y) ∈ E1
./����1����	���?>/� 0������3#

�	�
c > 0

�3���������������������K���J���V�$�)���	�������Q����
����������
c > 0

�3��������#
���������J���������B�+7G�$�?>/��� �������	C

��
����	��� ��������� ��� ��
��������<M + O+1����	�����J0��������	�
` > 0

�3��������������#
�������J� ����5����3���=>/�������

E2 ⊂ Q
�$�����������	��>/��7G�$������ |E2| = |Q|

C
��%$�	�@� ��
�����%$���	�B�

E = E1 ∩E2
�$�����������	��C/s%$�������-7N����� |E| =

|Q| ��� (x, y) ∈ E
./����1����	���?>/�I�$�)���	�������FM * OW���9M + OW1����	���������

0��������	�
c > 0

���
` > 0

�3�������������������������DCs�	�����I������1�5�����������	���-C

m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M�� �${ {�� 7 � �${ , � O � Q �����B��5����b%$����>/� �4�������������+0��)#
�����	�

f
����
��������� f�] e c � ]-j � hDZ@[!wKaU`@Z@n$] f�a

F (x, y) =

x∫

a

y∫

c

f(t, τ) dt dτ
M , O

aDe!_@[!f�ZI] wKa ���!�"������
�����������������J���!���������J0������	� ��

Q
# >/��C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ���H���������������R�����$����1�5���������	���T��������	�������	�R���
�$��5����������$���-7N����
���%$����� ������������� ) C + C ) #L���$�4������� }�} #L����
�7D������1�5�������3�
D x̂F (x, y)

���
D ŷF (x, y)

�$�����������������R�$���$�)���	�����<���!���������R0������	�
(x, y) ∈ Q ./����1����+>/��C

����������� ��
��B�+7:����� ���	�!�����
D x̂F (x, y)

#L���F�$���$�)���	����� ���!���������
0������	�

(x, y) ∈ Q ./����1����+>/��C����	���?>/
��!�Y� ��
�����%$���	�B�

F (x + h, y + k)− F (x, y + k)

h
−

y∫

c

f(x, τ) =



§
� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���'�	��!��������	��#" &�� � ��������
��	�����	�	&����	� ��� �

=
1

h

x+h∫

x

y+k∫

c

f(t, τ) dt dτ −
y∫

c

f(x, τ) dτ =

=
1

h

x+h∫

x

( y∫

c

[
f(t, τ)− f(x, τ)

]
dτ

)
dt+

+
1

h

x+h∫

x

y+k∫

y

f(t, τ) dt dτ ≡ Ih(x, y) + Jh,k(x, y)
M � O

� �����)�$��%����	�����-C)M * O81����	�������Q&����	�!�V���)�$���������Q���$� ���@>/���������
E ⊂

Q
�$�����������	� |E| = |Q| �������$�������D7q������0�������� (x, y) ∈ E ./����1����+>/�

�$�)���	�������

lim
h→0
|k|≤|h|

Jh,k(x, y) = 0
M |DO

1����	�����-C/��%$�	�J����������� ��
��B�

lim
h→0

Ih(x, y) = 0
M �${DO

1����	�����Q���!���������y0������	�
(x, y) ∈ Q ./����1����	�����������DC"���:���?>/
��!�u����#

�$����� �����	�B�=������������� � C � C �?# (*�Q��'�
���(*
3���	�
e1

���
e2

�$�����������	�������!�
���I���!���I���3(*���������!�V�������4����'��������	� E1 ��� E2 �$�����������	�������!�����C
E1

�$�����������	��>/�	(*�3�$�)���	�������	��� � C � C M + O81����	�����H��
3�

lim
h→0

F (x+ h, y)− F (x, y)

h
=

y∫

c

f(x, τ) dτ, (x, y) ∈ E1,
M � ��O

1����	�����-C/����������
:s%$�������I
3���	���$5���
	�!./���!�"���

F (x+ h, y)− F (x, y)

h
−

y∫

c

f(x, τ) =



� � � ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

=
1

h

( x+h∫

a

y∫

c

−
x∫

a

y∫

c

)
f(t, τ) dt dτ −

y∫

c

f(x, τ) dτ =

=
1

h

x+h∫

x

y∫

c

f(t, τ) dt dτ − 1

h

x+h∫

x

∫ y

c

f(x, τ) dt dτ =

=
1

h

x+h∫

x

( y∫

c

f(t, τ) dτ −
y∫

c

f(x, τ) dτ

)
dt =

=
1

h

x+h∫

x

( y∫

c

[
f(t, τ)− f(x, τ)

]
dτ

)
dt = Ih(x, y)

��%$�����������D7�������
h→ 0

C
��%$�	�Bs%$�������-7$�����2M |DO����:M �${DO�1����	���������B���B�������)���	���U�$�)���8#

�������
(x, y) ∈ E∗ ./����1����	���?>/��7$�$������ E∗ = E∩E1

7 |E∗| = |Q| C!0����3#�	�!�"�����I�3�J
���(*
������D7)M � O81����	�������Q� �!�������	���!./��
������!�+7s�����
(x, y) ∈

E∗ ./����1����	���?>/�	�$���$�)���	���
D x̂F (x, y)

���

D x̂F (x, y) =

y∫

c

f(x, τ) dτ, (x, y) ∈ E∗, |E∗| = |Q|. M ��z O

��
����	��� ��������� ��� ��
��������
D ŷF (x, y)

#L���:�$���$�)���	�����
(x, y) ∈ E∗∗ =

E ∩ E2
7 |E∗∗| = |Q| 7G./����1����	���?>/�4���I1����	�����

D ŷF (x, y) =

x∫

a

f(t, y) dt, (x, y) ∈ E∗∗, |E∗∗| = |Q|. M � ) O

s%$�������-7������
M = E∗ ∩ E∗∗ 7 |M | = |Q| 7G�$�����������	���K0��������

(x, y)./����1����+>/�+�$���$�)���	����M ��%DC�������� }�} 7 ) C ) C M * O	O

D̂F (x, y) =
(
D x̂F (x, y), D ŷF (x, y)

) M � * O



§
� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���'�	��!��������	��#" &�� � ��������
��	�����	�	&����	� � � �

���I����� ���	�I�������

dF (x, y) = D x̂F (x, y) dx+D ŷF (x, y) dy
M � + O

1����	�������UM ��%DC�������� }�} 7 ) C + C M � ��O�O�C/�������������I������1�5�����������	��� ∗ C
����������
W������'������Q���������G�K���y�������3�K���������������EM ��%DC/(*�3�$�������	�-7;z O

(*��������� ��� ��
�>/��� ���������-7$����������'�
���(*
3���	�B�	������� ���+���������������2� �!�������	��#
�!./��
������!�TM�� � )�+ � O�C

m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M�� �${ , � O � Q �����B��5����b%$����>/�
R
#L��
�1���� �����������80��)#

�����	�
ψ

����
���������J� ��
3�G�$�?>/'��������	�H��������� �

Ψ(x, y) =

x∫

a

y∫

c

ψ(t, τ) dt dτ
M � �DO

��
�1���� �����	�I���!�"������
�����������������J���!���������Q0������	� ��

Q
# >/��C

m [!`@Z@[!n$] ����� � � M�� �${ {�� 7 � �${ , � O � f ∈ L(Q)
����
���������A� ��
3�G�$�?>N#

'��������	� M , O"��
�1���� �����	���+���!�"������
���������������������+0�������� (x0, y0) ∈ Q./����1����+>/�4����� ���	�H�������

lim
h→0
k→0

1

|h|+ |k|

x0+h∫

x0

y0+k∫

y0

f(t, τ) dt dτ = 0
M � , O

1����	�������DC"5�����&����	7�M � , O # �y����� ���	�K�������A���!���������A0������	�
(x0, y0) ∈

Q
./����1����+>/�QM ��%DC ) C zqC M |DO81����	����������������B�BO�C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � M , O41����	�����!�o��������3���	�
F (x, y)

����
���������y����#
�"������
���������������������

(x0, y0) ∈ Q
./����1����+>/�s�$���$�)���	���

D x̂F (x0, y0)

∗ ��� .0�����������%(#(��0��&1����� (�!�$�����$������ ������������
��"��#����
���	��&1��� � � ��� ��������� ���
� �%!�+,.0��$�� ��� 
������������ 
-+ 	,+ � �9+



� � � ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

���
D ŷF (x0, y0)

Cq5�����&����	7*�$���$�)���	���
F ′
x(x0, y0)

���
F ′
y(x0, y0)

CN������#
1����	�����B���������	���

lim
h→0
k→0

F (x0+h, y0+k)−F (x0, y0+k)−F (x0+h, y0)+F (x0, y0)

|h|+ |k| =0

M � � O1����	�����-7 ) C + C * ���������������+&����	�!�F������� }�} #L����
�C��b�gM , O"1����	�����!�9���)#
����3���	�

F (x, y)
����
�����������������g� ���������!�����	�!� M � � O #L���U������s%$�����8�D7

��������'����!�XM � , O # �DCM � , O�1����	��������(*�3�$�)���	����� ���!��������� 0������	� ��

Q
# >/��74� ������������#


������������ � C zqC �H������������������
�C��������������I������1�5�����������	���-C
m [!`@Z@[!n$] ����� ��� M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7

f ∈ L(Q)
����
���������

� ��
3�G�$�?>/'�������� M , O4��
�1���� �����8� (x0, y0) ∈ Q0 ./����1����	���K�����������)(*�
�������H�$���$�)���	�

F ′
x(x, y)

7
F ′
y(x, y)

���
F ′′
x,y(x, y)

C/����(*��

F (x, y)

����
3#
��������Q���!�"������
�����������������������������

(x0, y0)
./����1����+>/��7���������	�������	�

���W�$��5����������$���I(*�3�$�)���	���3�

lim
h→0
k→0

hk

|h|+|k| F
′′
x,y(x0+θ1h, y0+θ2k)=0, 0<θ1, θ2<1,

M �$|DO

1����	�����-C
�b��5��E��������1������!� �
��������	���-78�����

(x0, y0)
./����1����	���������������)#

(*�<(*�3�$�)���	�������	���
F ′′
x,y(x, y) = f(x, y)

1����	�������72����(*��

F (x, y)��
�1���� �����	���U���!�"������
�����������������������������

(x0, y0)
./����1����+>/�Q�������#

�	�������	�H���W�$��5����������$���I(*�3�$�)���	���3�

lim
h→0
k→0

hk

|h|+ |k|f(x0 + θ1h, y0 + θ2k) = 0, 0 < θ1, θ2 < 1,
M z-{DO

1����	�����-C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � (*�3�$�)���	�������	��� ) C + C * ��������������� 6�������������� ����#

��� }�} #L����
�Cb������1�����M � � OI1����	�����<�������U��������	�������	�<���A�$��5����������$�
�������$�!�������D7������

F (x, y)
����
�������A��0��)�����!�"������
���������������

(x0, y0)./����1����+>/��C$����� �����2M � � O #L���B������s%$�����	��(*����&��	�����	����?./�����)� F ′′
x,y(x0+
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� �������$
� 	��	&��#"'�	�#"	�� ��! �����	& ������ 	��!�� � ������
��	�#"$&�� � ��������
��	�����	�	&����	� � ���

θ1h, y0 + θ2k)
�$��%$�!�+7 ) C * C M |DO+1����	�������y&����	�!�o������� }�}�} #L����
�C���%$�	�

0������	�!�"�����Is%$�������-C

§ � � `@Z@agi8hDwA] \@a � ] k � `@w c _ c ZI] \ c ��� hD[!_@a
� c e!^!i8aDa �\@a

�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*]

� ����� `@Z@f�] e�j)`@n!aDwK[!kDa*] e!a � [!f�n![!e!_@a �
� c e!^!i8aDa �] k � `@w c _ c Z@a c ��� hD[!_@`@kDa � i8e![!k*]

(*������� ���3(*�2�$��� ����
�1��	��'�
���(*
������W����� ��
�>/�������	��������
	���5���1����V�$���P#
����
�1)�D7G��
4���������� �$�����������	�3�DC

�!�������!�+7
Q =

{
(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d

}
�����B��5����b%$����>/�2� ��
3�$�?>/'����)���	���4�$��� ����
�1���� 
������������	�

φ
����
�������-CD�3�


���(*
������D7;�����H0��������
I =

{
(t, τ) ∈ Q : x1 ≤ t ≤ x2, y1 ≤ τ ≤

y2

}
⊂ Q

�$��� ����
�1)�	(*���3�$������������� ���B���������B���4
������������	�
φ(I)

����s%$���-C
������������
:���B�����	7/����������	�

∅
�$�����������	�����������A����'��������	���

φ(∅) = 01����	�����-C
� [!f�n![!e!_@a �

φ � c e!^!i8a*] � [ � `@\@[!k*] c ��� hD[!_@a
Q
# >/��7G�b�U0��������

ε> 0
����s%$���y� ����
����������J���$� ���H�����������!���

δ= δ(ε, φ)
����s%$���-7������

|I|< δ
�������$�������g������
��J0��������	�

I ⊂ Q
�$��� ����
�1������������<�$�)���	�������

|φ(I)| < ε
��1����	�����-C��3�$�4��� �-7��b� M ����
����������2O8�$�)���	�������

lim
|I|→0

φ(I) = 0
M ��O

1����	�����-C����
I1 ⊂ Q

���
I2 ⊂ Q

�$��� ����
�1)�A��./���������!� c Z m aD[!Z m
] ZI] f�] \I] n

�
] ZI] hDa M �$�����B���g(*��� ��./����1����	���	����������
�� O�7��b�Q����� ���	�

�������
I1 ∩ I0

2 = ∅ = I0
1 ∩ I2

1����	���������D7/�$������
E0 ��'�
���(*
������

E ⊂
R2 �$�����������	��� d aDf�e![!\ � M 0������	�y(*��� �y./����1����	���R�$�����������	�3�PO�C��$���P#
����
�1����

φ
����
���������R��./���������K��������������

Q
# >/��7��b��./0������8# ./0������	���

������� ������� �"�������K�$��� ����
�1B���K0��������	�y�$���$�)���	�
I1 ⊂ Q, . . . , Ip ⊂ Q�$���$1����������������J�$�)���	�������@(*��������� �@1����	�����

φ
( p⋃
k=1

Ik
)

=

p∑

k=1

φ(Ik).
M z O



� � � ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

f�] e � ]-j � hDZI]
� ��������� �$��� ����
�1���� φ ����
���������	��./��������� ] k � `@w c 	

_ c ZI] \ c ��� hD[!_@a
Q

�����B��5����b%$����>/��7s�b�F
��������$�������
ε > 0

����s%$���
� ����
����������y���$� ���y�����������!���

η = η(ε, φ)
����s%$���-7"����� |I1| + · · · +

|Iq| < η
�������$�������	������
���./0������8# ./0������	����������� ������� �"�������B�$��� ����
�1B���

0��������	�W�$���$�)���	�
I1 ⊂ Q, . . . , Iq ⊂ Q

�$���$1����������������J�$�)���	�������
q∑

j=1

∣∣φ(Ik)
∣∣ < ε

M ) O

��1����	�����-C
�$��� ����
�1����K�����$���8��1)������� �/./0�����1��K����
�������

Q
# >/��7����������@�����)�

�������I�$��� ����
�1����I�/./0�����1��J����
�������
Q
# >/��C/�������I(*�3�$��� 	�
��������V�$��5���������#

�$���-7P�����$���8��1)�����2�/./0�����1��������	� ��
3�$�?>/'�������(*�+������'��B�95�����&��
q = 1(*��� �b%$�������-CN(*�����)��
��������	�I./��
��������������J������������-7N�$�?>/��� �������	C

� ��� � � [!Z@_@aDwKa � \I]U`@Z@f�] e�j)`@n!aDwK[!kDa*] e!a � [!f�n![!e!_@a �
� c e!^!i8aD[!kDa � t*] h d aDZ@a

./����1����	���W0��������
ϕ(x, y)

����
���������D7 � ��
3�$�?>/'����)���8�
Q

�����B��5��G#
�b%$����>/��7P��5�����(*�����������+�$��� ����
�1����

φ(I)
7
I ⊂ Q

7D����
�������-C-�3�:���$��5�� �b#
�������-,"������'��B� 
��������$���������

I =
{
(x, y) ∈ Q : x1 ≤ x ≤ x2, y1 ≤

y ≤ y2

}
⊂ Q

�$��� ����
�1��I���I�����I(*�����G�$���������B�
φ(I)

����s%$���

φ(I) = ϕ(x2, y2)− ϕ(x1, y2)− ϕ(x2, y1) + ϕ(x1, y1)
M ��O

1����	�����!�+C;��
����y(*����
���(*
��B�+7b�����J�3������
����������<���T�������<��
���5��	�	C
�$�������2���$���-7N�����WM ��O�1����	�������I����� �4����
�� �3%$�����3(*�

ϕ
# �W
�������	��� ��%$��#

�	�
ψ(x, y) = ϕ(x, y) + α(x) + β(y)

����
��������� 	����$���y��&��	�����y���������
φ(I)

# �D72�$������
α(x)

���
β(y)

./������������� ��
���
<�$�)���	����� 
��������$�������
�$���$�)���Y����
�����������

[a, b]
���

[c, d]
����
���5���� �����?>/��7P(*�3�$�����������$���	C ������(*�

� ������./�3��
������

ψ(x2, y2)− ψ(x1, y2)− ψ(x2, y1) + ψ(x1, y1) =

= ϕ(x2, y2) + α(x2) + β(y2)− ϕ(x1, y2)− α(x1)− β(y2)−
−ϕ(x2, y1)− α(x2)− β(y1) + ϕ(x1, y1) + α(x1) + β(y1) =
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��	�#"$&�� � ��������
��	�����	�	&����	� � � �

= ϕ(x2, y2)− ϕ(x1, y2)− ϕ(x2, y1) + ϕ(x1, y1) = φ(I)
1����	���������-C

�3� �"����1��4����� ����
���(*
������ �����?>/��7D�����
ϕ(x, y)

����
���������
Q
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φ(I)
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�����B��5����b%$����>/��C
f�] e � ]-j � hDZI]

� ��� ��� M�� + , � 7�� �-C"z * �DO � ϕ(x, y)
7
(x, y) ∈ Q 7s����
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Q
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φ(I)
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ϕ(x, c)

���
ϕ(a, y)

����
�����������W�����$���8��1)������� �/./0�����1����
[a, b]

���
[c, d]
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���5���� �����?>/�	(*�3�$�����������$���	C
����(*���$����������7�M ��O81����	�����!�u������������W�$��� ����
�1����y����
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(*�����)��
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�1����y����
������������
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1����	���I����
�������-Cq�����B���	���7q�!�������!��� ��������� �$��� ����
�1����
Ψ(I)

7
I ⊂ Q

7
����
�������-C*������'��B��
��������$���������

(x, y)∈Q ./����1����	�-7D�$������
a<x≤b 7

c < y ≤ d
���I��������'��B�

ψ(x, y) = Ψ(Ix,y),

ψ(x, c) = 0,
������

a ≤ x ≤ b,

ψ(a, y) = 0,
������

c ≤ y ≤ d
1����	������
��-7G�$������

Ix,y =
{
(t, τ) ∈ Q : a < t ≤ x, c < τ ≤ y

}
.

���$�W� ��
3�$�?>/'����)���	�
ψ(x, y)
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��A�3%$�����3(*�A����
������

Ψ(I)
7
I ⊂ Q

���A����� �4����
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�3%$�����3(*�

ψ(x, y)
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ϕ(x, y)
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�����B��5����b%$����>/�K�����$���8��1)������� �/./0�����1 0��������

φ(x, y)
����
3#

��������9(*���3�$�������������
ϕ(x, y) ∈ L(Q)

7
g(x) ∈ L([a, b])

���
h(y) ∈

L([c, d])
����
�������������I�$�����3���	�H���$� ���-7������	����� ���	�H�������

φ(x, y)=

x∫

a

y∫

c

ϕ(t, τ)dtdτ+

x∫

a

g(t) dt+

y∫

c

h(τ) dτ+φ(a, c)
M ��O

1����	�������Q���W(*�����)��
������!����oM�� + , � 7G� �-C�z * �DO�C������������� � C � C �?#L����
 ��OQ��1�5������������� ������0���
������!� ��������� �E��
�1����P#
�����	���$�������yM ��O�1����	����������
2���:��� ��� �����B�	������� ���@���������������KM �$| { ) O� ������0���
������!�=6����������	��������1������R��
�1���� �����	���$�������-7���� ��
��������R���$� ���
>/���������

e∗1 ⊂ [a, b]
�$�����������	���@���)�$��������� |e∗1| = b−a �������$�������D7*�����

0��������
(x, y)

./����1����+>/��7b������
x ∈ e∗1

���
c ≤ y ≤ d

7"�$���$�)���	���
5�����&��

φ′
x(x, y)

./���������������	�H���

φ′
x(x, y) =

y∫

c

ϕ(x, τ) dτ + g(x), x ∈ e∗1, c ≤ y ≤ d.
M z O

���$�����E��� ��
������������$� ����>/���������
e∗2 ⊂ [c, d]

�$�����������	���V���)�$���������
|e∗2| = d − c

�������$�������D7B�����Q0��������
(x, y)

./����1����+>/��7�������
a ≤

x ≤ b
���

y ∈ e∗2
7N�$���$�)���	���J5�����&��

φ′
y(x, y)

./���������������	�H���

φ′
y(x, y) =

x∫

a

ϕ(t, y) dt+ h(y), a ≤ x ≤ b, y ∈ e∗2.
M ) O

���������	�)�D7s���)�$���������K���$� ���H>/���������
E∗ ⊂ Q

�$�����������	� |E∗| = |Q|�������$�������D7������40��������
(x, y) ∈ E∗ ./����1����+>/�:����� ���	�I�������

φ′′
x,y(x, y) = ϕ(x, y) = φy,x(x, y)

M * O
�$���$�)���+./��������������
 1����	���������DC

�����B���������	���I(*��������� �
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φ(x, y)
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������������������M z O �"M * O@1����	���������!�
��������3���	�

φ′
x

7
φ′
y

7
φ′′
x,y = φ′′

y,x
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L(Q)
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φ(x, y)
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3#

���������������������� ���	�E��������zqC ) C M ��OJ./����������� ��
����DC8���A1����	�������������)#
�4����
����3%$�����3(*�<����� �����<��������� �<��
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��������	��������
:���V�����$���8��1)�������Y�/./0�����1

α(x) =

x∫

a

g(t) dt, β(y) =

y∫

c

h(τ) dτ
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��������� �$�)���	�@���!�"������
�������	�W�������H���!���������I0������	� ��

Q

�����B��5��G#
�b%$����>/� ∗ C

����(*���$����������7������B���������	���
m [!`@Z@[!n$]

� ��� ��� M�� | |�� 7�� �${ , � O � Q �����B��5����b%$����>/�<�����$���8��1)�G#
����� �/./0�����1V0��������

φ(x, y)
����
���������H���!�"������
�������	�@�������Q���!���������

0������	� ��

Q
# >/�R���E�����$�E5�����&�� ���U(*�����3���	�E5�����&�� ./���������������	�����

∗ ����� 
$�&1�����%( F (x, y) � ����2�
��� Q ������.0�%� . !���� �,� ������$%(�������$�����.
F (x, y) = α(x) ����&1��"���. +0��� ����� � $���&1� y0 � .0$��%( ����.0��.02����%( � $���&1� x0 � .0$��%(��$���2�$%(

F (x0 + h, y0 + k)− F (x0, y0)− α′(x0)h

|h|+ |k| =
α(x0 + h)− α(x0)− α′(x0)h

|h|+ |k| =

=
o(h)

|h|+ |k| → 0, ����
� (h, k)→ (0, 0).

�	(�������� ������$%( F (x, y) = α(x) � ����2�
���%(���� � ��������
������"�������"��%( (x0, y0) ∈ Q* ��������&��,� 
���+,��+,.0��.02����%( � $���&1������+
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m [!`@Z@[!n$] � ������� M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7 f(x, y)
����
������� �4�����3#

���������
Q =

{
(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d

} �����B��5����b%$����>/��C
����(*��
	�����Q� ��
3�G�$�?>/'��������

F (x, y) =

x∫

a

y∫

c

f(t, τ) dt dτ
M ��O

���������K��
�1���� �����8�Q�������H(*��������� �I�������$���������-,
��O;���!���������	0������	�

x0
#3�������

[a, b]
#L����
)���80������	�

y0
#3�������

[c, d]
#L����


���)�$���������
x
#L�!���$���$�)���	�2&��	�������B5�����&��

F ′
[x](x0, y0)

./���������������	�2���

F ′
[x](x0, y0) =

y0∫

c

f(x0, τ) dτ ;
M z O

z O�0������	�
x0
#3�������

[a, b]
#L����
)���8���!���������40������	�

y0
#3�������

[c, d]
#L����


���)�$���������
y
#L�!�<�$���$�)���	�8&��	�������25�����&��

F ′
[y](x0, y0)

./���������������	�8���

F ′
[y](x0, y0) =

x0∫

a

f(t, y0) dt;
M ) O

) O Q #L����
����!���������40������	�
(x0, y0)

./����1����+>/�����)�$���������	�$���$�)���	�
&��	�������

strgradF (x0, y0)
� ����������
�1��-7	5�����&����	7

dF (x0, y0)
���!�"�3#
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�������	�-C

d [!e!a d hDe$] � ��������� ������� ��

f ∈ L(Q) ⇐⇒ |f | ∈ L(Q)

7B������1����
M ��O �"M ) OB1����	�����������J����� �4����
��I�3%$�����3(*�

f
(*����&��	����� (*����������	�)� |f | #

�!�U����������s%$��
����3%$�����3(*�
F

5��
Φ
#3���-7?�$������

Φ(x,y)=
x∫
a

y∫
c

|f(t,τ)| dt dτ C
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��AzR� �-C � |�# >/� O � �!�������!�+7
Q

�����B��5����b%$����>/�:��������3���	���

φ(x, y) =

x∫

a

ϕ(t, y) dt, (x, y) ∈ Q, M * O
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x
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[a, b]
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ϕ(x, y)
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3#
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y
#L���H���������B� �/./0�����1����

[c, d]
# >/�

�z O"���)�$���������
[a, b]

# >/� �4�������������
M(x)

����
�������2���$� ���-7P�����b���!�b#
�������K0������	�

x
#3�������

[a, b]
#L����
W���Q0������	�

y
#3�������

[c, d]
#L����
:(*�3�$�)���	�3#

�����	���

|ϕ(x, y)| ≤M(x)
M + O

��1����	�����-C
����(*��
40��������	�

η > 0
����s%$�������������y���)�$���������H�$�)���	0��B�"���	�H���$�3#

���
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h→0
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[
φ(x+ h, y)− φ(x, y)

]
= ϕ(x, y)
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|e| = b− a ���

φ′
[x](x0, y0) = ϕ(x0, y0)
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1����	�����U�$�)���	�������90������	�
(x0, y0)
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x0 ∈ e
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y0 ∈ [c, d]
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lim
h→0

1

h

[
φ(x+ h, y)− φ(x, y)

]
= ϕ(x, y)
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ε > 0
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h0 = h0(ε, x)
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∣∣∣φ(x+ h, y)− φ(x, y)

h
− ϕ(x, y)

∣∣∣ < ε,
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c ≤ y ≤ d
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ε
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δ = δ(ε, x0, y0)
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|y − y0| < δ
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∣∣ϕ(x0, y)− ϕ(x0, y0)
∣∣ < ε, |y − y0| < δ,
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lim
h→0
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[
φ(x0 + h, y)− φ(x0, y)

]
= ϕ(x0, y0)
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ϕ(t, y) dt,
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ϕ(t, y) =
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f(t, τ) dτ.
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e1 ⊂ [a, b]
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(x0, y0)
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x0 ∈ e1
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c ≤ y0 ≤ d
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lim
h→0
y→y0
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h

x0+h∫

x0

y∫

c

f(t, τ) dt dτ =

y0∫

c

f(x0, τ) dτ
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e2 ⊂ [c, d]
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(x0, y0)
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a ≤ x0 ≤ b
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y0 ∈ e2
7

�$�)���	�������

lim
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f(t, τ) dt dτ =
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f(t, y0) dt
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y0∈e2
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(x0, y0) ∈ E3
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E3 =

E1 ∩ E2
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(x0, y0) ∈ E1

./����1����	���?>/�:����� ���	�I�������

lim
(h,k)→(0,0)
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h

x0+h∫

x0

y0+k∫
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f(t, τ) dt dτ = 0
M , O

1����	�������
�

z O
(x0, y0) ∈ E2
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lim
(h,k)→(0,0)
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x0+h∫
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y0+k∫
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f(t, τ) dt dτ = 0
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E3 = E1 ∩ E2
7 |E3| = |Q| �
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hk

x+h∫
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y+k∫
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s(t, τ) dt dτ
M �${DO
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(x, y) ∈ Q ./���)#
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( 1

max(h, k)
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f ∈ L(Q)⇐⇒ |f | ∈ L(Q),
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ϕ ∈ L(Q)
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φ′
[x](x0, y0) =

y0∫

c

ϕ(x0, y) dy + g(x0);
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K���g���!���������E0������	�

y0
#3�������

[c, d]
#

����
�7/���)�$���������H�$���$�)���	�
φ′

[y](x0, y0)
���

φ′
[y](x0, y0) =

x0∫

a

ϕ(x, y0) dx+ h(y0);
M z O

) OR���!��������� 0������	�
(x0, y0) ∈ Q

./����1����+>/�
strgradφ(x0, y0)

7
φ′′
x,y(x0, y0)

7
φ′′
y,x(x0, y0)

�$���$�)���	���J���@� ���������Q1����	���������

φ′′
x,y(x0, y0) = ϕ(x0, y0) = φ′′

y,x(x0, y0).
M ) O

� ��� � wKa*v d aDi8a � tDwA] � a �
� c e!^!i8aDa � r!wKaD[!Z@aUf�ZI] \@aD[!e!_@a �

� ] � Z c wK`@k*]
����
���������
y�	��6�(*������g5��	���$���9����
�������R�������U�����$���8��1)������� �/.N#

0�����1��<M�� + * � 7�� �-Csz + z O�7�������1����W������������� ) C ) C �?#L����
:� ������������
������������(*��������� �
m [!`@Z@[!n$] � ��� ����� Q �����B��5����b%$����>/�I�	��6�(*������R5��	���$���

F
����
3#

���������������� ���!���������T0������	�
(x0, y0) ∈ Q

./����1����+>/�V�$���$�)���	���
strgradF (x0, y0)

7
F ′′
x,y(x0, y0)

7
F ′′
y,x(x0, y0)

��� ����� ���	� �������
F ′′
x,y(x0, y0) = F ′′

y,x(x0, y0)
1����	�������DC
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� ] � Z c wK`@k*]

���B���F����	�������F�$���$�)���	� ���������������������
�����������F��
���(*��
����	������

�����8�W���$�)���	������
8����
�������!��� ������������(*�-C*�	������� ���I���������������@����
���%�#
�����	7B�$���$�)���	�����������������������
����������&������!���������������$�����������D7+�����
�����H���!���������H0������	� ��
+�������@�$���$�)���	�@��� �4�������������@./���������������	�AM ��%DC
����� ���	�!�����	7 � * + � 7G� �-C�z-{ + O�C�����y����	�������<����
�����������������R���)�$���������R����������������A��%$����������%$���
�
������-C

_@`@e![!wKa � ]-j)Z@a m � ] � Z c wKaHh*] Z@a*] i8aDa �RM �$|Dz �4.�C Ob����
�����������
� ������0���
������J�����!�Y>/������6��������A�"���B���������K���)�$�����������y�$��5��!�b%�(*�UM�� + * � 7� �-C�z � � �

� , * � 7/� �-C�z z z �
� , + � 7/� �-C � � ��O�C

�D] Z@\@a � ]-j)Z@a m � ] � Z c wKaXh*] Z@a*] i8aDa �o����
��������������
���(*��
��3#
�	������
J�����8�����$�)���	������
Q����� ��
�>/�������	��������
QS���������
������ ��
����	�?>N(*�
M�� z � � 7-� �-C �${ , � � ��zq7 ��z ) � � )�+ �

� z-|�� 7 � �-C*z z-{ �Gz )�+ �
� ��z z,� 7-� �-C ) * + # ) * , O�C����	�������0����	�����������	� ����
������4��%$���	�+(*������� �	S����������W�?>/���!�9�$���$�)�G#

�	�I����������������K����
���������H���!�"������
�������8�����J�������$�������J(*�3�$��%$���-C
���4���?>/
��!�V��������0�����
��B�Y����������������y�
������@S����������Q�?>/���!�+C
f�] e � ]-j � hDZI] � ��� ��� M�� z-|�� 7�� �-C�z z-{DO � Q =

{
(x, y) ∈ R2 : a ≤

x ≤ b, c ≤ y ≤ d
} �����B��5����b%$�����F������0��B�

Qik = [xi ≤ x <
xi+1, yk ≤ y < yk+1]

�����������B��5����b%$�����������	7��$������
0 ≤ i ≤ m− 1

7
0 ≤ k ≤ n − 1

7
a = x0 < x1 < · · · < xm = b

���
c = y0 <

y1 < · · · < yn = d
C
Q

�����B��5����b%$����>/�W��������3���	�H�$���$�)���	�
f(x, y)����
�����������������Q��� {Qik}

����
��?./���	���������������Q(*��������� ��
��B�

S=
m−1∑

i=0

n−1∑

k=0

∣∣f(xi+1, yk+1)−f(xi+1, yk)−f(xi, yk+1)+f(xi, yk)
∣∣ M ��O

�4�����-C �b�T���)�$��������� ���$� ���������������!�����$���$�)���	�
M

����s%$���-7:�����
S ≤ M

(*� �"���$�������<����� ���	�R��������0��������	� {Qik}
����
��?./���	���������������D7

����(*��

f

����
���������9��./��������� hDaD_I] wKa � ]-j)Z@a m � ] � Z c wKaoh*] Z@a 	
] i8aDa �

Q
�����B��5����b%$����>/�QM �$| { � .�C O�C
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� � �
f�] e � ]-j � hDZI] � ��� ��� M�� z-|�� 7�� �-C�z z-{DO � f(x, y)

����
���������K��./�����3#
��� �D] Z@\@a � ]-j)Z@a m � ] � Z c wKa<h*] Z@a*] i8aDa �

Q
�����B��5����b%$����>/��7/�b�

f
����
�������

Q
# >/��������������1����	�����?>/���!� �$���$�)���	� ��������������������-7

� �������J�������$�-7����!��������	��������
��
f(x, c)

���
f(a, y)

����
�����������J./���)#
��������� ��
���
b�$���$�)���	�4����������������@����
�����������

[a, b]
���

[c, d]
�$��� ����
�1�����#

>/��7q(*�3�$�����������$��� M �$| { + .�C O�C
1���
����	���E�?>/���!�T�$���$�)���	�E����������������F����
�������R(*����&��	�����U��0��)�

���)�$���u���!�"������
���������������RM�� � ����� 7B� + * � 7G� �-C *�) * O�7/�b������I����� ]Dv Z@` 	
^ � aDn$] _ c wKa�\@a

�
[!Z@[!e!i8a*] wKa �������y���!���������J0������	� ��
QM�� | ) � O�C

d [!\@[!f�a � ��� ����� 1���
����	��� �?>/���!�F�$���$�)���	� ����������������@����
���������
>/�����H���!�"������
�������	�-7G�$�?>/��� �������	7������u����
������H�����$�J���������H���!�"�����3#

�������	���@1����	� �����������!��� >/�������@���������	�����B�$�����������	��>/��7N������� ��
���
�3�Y� �������?./���������V�����Y���!�"������
���������������������u�����������!��� >/�������V�$��#
���������	��>/�JM ��%DC § � #L���J�����$�?./0����$�Q������� }�} #L����
 O�C

�
��������	���-78�����AS����������F�?>/���!� �$���$�)���	�9���������������� ����
�������
���!�"������
�����������������H���!���������Q0������	� ��
JM�� | ) � O�C����� ��%$�	��%$��
R������� ��
����-72�����KS����������9�?>/���!� �$���$�)���	�9��������#
��������W����
��������� ���!�"������
�������������������?>/�����"��� ��
���(*��
����	������
�� ������#
�$�����4�������D7D������� ��
���9���!��������� 0������	� ��
2���!�"������
���������������:����
���������
&��	��������� ����������
�1��R(*����&��	�����R�$���$�)���	�g��� ��0��)�E���!���������g0������	� ��

M�� � * + � �<��%DC�������� }�} 7�������������� * C * C z O�Cq�$��%$���	�������	7�������� ��
����	���

m [!`@Z@[!n$] � ��� ��� M�� � ) � O � S���������� �?>/���!� �$���$�)���	������������������
����
���������H&��	�������H� ����������
�1��W�$���$�)���	���Q���!���������Q0������	� ��
�C

§ � � wK[!kD[!f�a � aDe!_@[!e � c Z@a � [!Z@_@aDwKaU\I]g] n � [!Z@_@aDwK[!k j)[
r!wKaD[!Z@aUf�ZI] \@aD[!e!_@a �
� ] � Z c wK`@k*]�f�] e c � ]-j � hDZ@[!wKa

aDe!_@[!f�ZI] wKa �Nm hDa �
� ��
3�G�$�?>/'��������	�4��������� �+��
�1���� �����	�����������@���!���������40������	� ��
����3#

�P���	���)���	� ./���������������	���u���)�$�����������Y(*�3�$��%$��� �	������� ���o���������������
M�� � )�+ � 7� + * � 7$� �-C � � { �

� z ��� 7$� �-C * ��O"����
��������������9� ����
����������8�����B����	��#
�����Q����
�����������������Q�	������� ���Q�����P���	���)���	�H./����1����	���Q�
������-CN���"���
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>N�G�$1����	7
Q =

{
(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d

} �����B��5����b%$�3#
�����

(x0, y0)
./����1����8�I��./��������� wK[!kD[!f�a � Z@[!f c wA] Z c wKa � [!Z@_@a 	

wKa
(p

%$��������%$���PO
f ∈ Lp(Q)

7
p ≥ 1

7�����
�����������������D7�������

1

|I|

∫∫

I

∣∣f(x, y)− f(x0, y0)
∣∣p dx dy −→ 0

M
4.0

O

��������5������������	�������$�)���	������� �����B��5����b%$���B��� 0��������	� �����P���	���)�G#
�	�@�$���$1����������������y���I./�������������������D7����������	
��������� � ������������


(x0, y0)./����1����	���$5���
 ∗ M ��%DC/���:���������H(*�3�$�������	�-7�6���
���1������ ) � + O�C���$� ���	./����1����	�������:�$�����������	���D7D�$���������8�������
Lp(f)

7P>/����� |Q| # �1����	���EM�� + * � 7s� �-C � � { �
� z ��� 7"� �-C * z �

� * + � 7s� �-C ) * * �
� + |�� 7"� �-C;z-{N7 , * �� � + {�� 7 � ) � 7G� �-C + { ��O�C����� ����g��%$�������!�+7q�	������� ��� �����P���	���)���	�:./����1����	���W�
������4����#

����&�
��������	���K�����P���	���)���	�y�$���$1��������<�
������?>/��C"�����������P���	���)��� ��
3�
&��	����� �$���$1������?>/��� �������$���	�9(*�3�$��&��	�������	���

L log+ L
5��	���$��������
3#

��������������������D7N���3�$��
 �q���������
�5�������	 �*>/��� �3��
������J��������������� �$�!����&������+>/�
M�� ��z + � 71� + * � 7G� �-C�z z z �

� |Dz,�
�
� ) ��� 7G� �-C * + |DO�CN���+(*��� �b%$��������(*�RM * C {DO81��)#�	�������	(*���3�$�)���	�������

(x0, y0)
./����1����8�:��./��������� wK[!kD[!f�a � r!wKaD[!Z@a

� [!Z@_@aDwKa C
����(*���$����������7H6���������� (*��� �b%$��������(*�Y����
������� 
��������$�����������

L(Q)5��	���$������
�7s��'���
��u./����1����	���$5���
W5����3(*�������I�$���$1������H��
����J��0��)�y���3#
�P���	���)���	�-CN����������(*��� �b%$��������(*� �y�$���$1������ 5�� �������I
��������$���������-7N�����P#
�����4����
�������I����'������H���?./���

L log+ L
5��	���$������
�C

� ����� `@Z@i8hDwA] \@a*] e!a 
 ] n![!k*] \@a
� c e!^!i8aDa �Nm hDa � wK[!kD[!f�a �

aDe!_@[!e � c Z@a � [!Z@_@aDwKa
����
��������������F���$�����+���������
��-,!(*�3�$��&��	�������	���+�b�Q�����B>/�����B�g��'�
���( #


3���	�I���������+(*��>/')���������$� ��
:� �!�������������"�	����� �Q6������G%$�J�����������!�����-C
���b� ��
�����%$���	���!��� ��
3��%$������������� (*��� �b%$���������DC-����� ����R��
���%$� �+7P� ��#


3�G�$�?>/'��������	� ��������� �F��
�1���� �����	����������������������� ��
����	� �������$���������

∗ ��2 ���P��&1�%(�!�����"�� 
������ ������.0�%� . !�����.0�J�����P��&1���0��&1�B(��%(�������� (��������������0� �
&1����+
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'�����&����<6��������	���8��� ����
���5�#
��� �)>/�A� ����������	������� ��
�1���� �����8�DC2�3�E
���(*
������D72�����A�����g����	�������
�4�����������Y����
���������@��
����WS�����
����3�@�$� � �����u�������$�����I���+����
���5���� ���������
� ���!./�������-CG�3�I5��-7/���������H�3%$�����-7N����� ����
���(*
������J�����?>/��7N�����+��'�
���(*
3���	�
�������$��������������� ��
��E����� %$���)%$�������F����
���������F�	��5����8�����F�������$�����!�
./����1����+>/��7������$��<����� ���	�8�������	���B���B����	�������4����
�����������������DCP5���
3#
5�����1)���	���	7 �3%$���������	������(*� � ���������V���B��������	�������Y����
�����������������
�	������� ���I./����1����	���H�
������@���:(*�3�$�����������$�I� ��
3�G�$�?>/'��������	�I��
�1���� ����#
�	���H./���������������	���y���)�$���������H���	./����1����+>/�QM�� * + � 7G� �-C�z )�, O�C

f�] e � ]-j � hDZI]
� ������� M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7 f ∈Lp(Q)

���������	�����
p≥1

����s%$�������������D7q�$������
Q=

{
(x, y)∈R2 : a≤x≤b, c≤y≤d

} C
(x0, y0) ∈ Q0 ./����1����8�u���/./�����B�

(x, y) 	 a m wK[!kD[!f�a � aDe 	
_@[!e � c Z@a � [!Z@_@aDwKa

(p
%$��������%$���PO

f
����
�����������������D7G�$���������8�������

(x0, y0) ∈ intLpx,y(f)
7/�b�g(*�3�$�)���	�������	���I(*��������� �@�����I1����	�����-,

lim
(h,k)→(0,0)

1

h

x0+h∫

x0

∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy −
y0∫

c

f(x0, y) dy

∣∣∣∣
p

dx = 0,
M ��O

lim
(h,k)→(0,0)

1

k

y0+k∫

y0

∣∣∣∣
x0+h∫

a

f(x, y) dx−
x0∫

a

f(x, y0) dx

∣∣∣∣
p

dy = 0.
M z O

�b�Y(*�3�$�)���	�������	���VM ��Oy1����	�����-72����(*��

(x0, y0)

./����1����8�F���G#
./�����B�

x 	 a m wK[!kD[!f�a � aDe!_@[!e � c Z@a � [!Z@_@aDwKa
(p

%$��������%$���PO
f����
�����������������D7G�$���������8�������

(x0, y0) ∈ intLpx(f)
C

M z OK1����	�������F(*�3�$�)���	�������F(*��� �b%$��������(*�95��-7
(x0, y0)

./����1����8�
���/./�����B�

y 	 a m wK[!kD[!f�a � aDe!_@[!e � c Z@a � [!Z@_@aDwKa
(p

%$��������%$���PO
f����
�����������������D7G�$���������8�������

(x0, y0) ∈ intLpy(f)
C

m [!`@Z@[!n$]
� ������� M�� | |�� 7 � �${ , � O � Lp(Q)

7
p ≥ 1

7*5��	���$���H0��������	�
f����
�����������������Q�����B���������	���@(*��������� �@��1�5����������
��-,



� ��� ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

��OW���)�$�������������$� ���K>/���������
e∗1 ⊂ [a, b]

�$�����������	� |e∗1| = b − a�������$�������D7G�����B�$�����������	�	0������	�
(x0, y0)

./����1����	���$�-7/������
x0 ∈ e∗1���

y0 ∈ [c, d]
7G�������

intLpx(f)
7 | intLpx(f)| = |Q| �

z OW���)�$�������������$� ���K>/���������
e∗2 ⊂ [c, d]

�$�����������	� |e∗2| = d − c�������$�������D72�����y�$�����������	�R0������	�
(x0, y0)

./����1����	���$�-78������
x0 ∈

[a, b]
���

y0 ∈ e∗2
7/�������

intLpy(f)
7 | intLpy(f)| = |Q| �

) O��$�����������	�40������	� (x0, y0)
./����1����	���$�-7/������

x0 ∈ e∗1
���

y0 ∈
e∗2
7/�������

intLpx,y(f)
7 | intLpx,y(f)| = |Q| C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] ∗ � ��O2��������
����H���������������I&����	�!� ���)�$���������I>/���������
E0 ⊂ [a, b]

�$�����������	� |E0| = b − a
�������$�������F���$� ���-7B�����y0��������

x0 ∈ E0
./����1����+>/�	�$���$�)���	���

d∫

c

|f(x0, y)| dy
M ) O

��
�1���� �����	�-C
�!�������!�+7

(Qn(y))
∞
n=1

�������<0������	�A���������
����8����5���� �"�������
�1�������#
��
��K6����	��
������������R�$�����������	��C |f(x, y) − Qn(y)|p ∈ L(Q)

����
���������
���������B� � ����������0���
��B� ) C zqC �F��������������� ��OK��1�5���������-C8���<��1�5�����������
����
���%$�����	7����)�$���������U>/���������

En ⊂ [a, b]
�$�����������	� |En| = b − a�������$�������I���$� ���-7N�����80��������

(x0, y0)
./����1����+>/��7N������

x0 ∈ En
���

y0 ∈ [c, d]
7N�$�)���	�������

lim
(h,k)→(0,0)

1

h

x0+h∫

x0

y0+k∫

c

∣∣f(x, y)−Qn(y)
∣∣p dx dy =

=

y0∫

c

∣∣f(x0, y)−Qn(y)
∣∣p dy M * O

∗ � ����� � ��������.02�$���������3 ��&1��"������%( ��&1������� * ��������&1����
�����
$�&1��� ��2��%����� ��&1� �
"������%( ���������	(������ * ��������&1��� � (���+
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� ���

1����	�����-C
0��������	�

x0 ∈ E0
./����1����	�����������o��� 0��������	�

ε > 0
����s%�#

�����������������)�$�������������������
����8����5���� �"�������
�1���������
������$� ���
Qm(y)

7
m = m(x0, ε)

7G6����	��
������-7������

d∫

c

∣∣f(x0, y)−Qm(y)
∣∣p dy < ε.

������1����40��������
y0 ∈ [c, d]

./����1����+>/�:� ���������
y0∫

c

∣∣f(x0, y)−Qm(y)
∣∣p dy < ε.

M + O

(*����������'��B�
en = [a, b]\En

7
n = 1, 2, . . .

7!�$�����������	�������-C s%$�������-7
�����VM * OE1����	�����

en
�$�����������	����������� ��� �$�)���	�������V��� ������1����

|en| = 0
C�5��������<(*����������'��B�

e =
∞⋃
n=1

en
���

e∗1 = E0 \ e
�$����������#

�	�������-C/s%$�������-7������ |e| = 0
��� |e∗1| = b− a CM ��O@1����	�������������B���������	�����<����������� ��
��B�X0������	�

(x0, y0)
./���)#

1����+>/��7/������
x0 ∈ e∗1

���
y0 ∈ [c, d]

C
� ���������Q��������5������������	������
��

∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy −
y0∫

c

f(x0, y) dy

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy−
y0∫

c

Qm(y) dy

∣∣∣∣+
∣∣∣∣

y0∫

c

f(x0, y) dy−
y0∫

c

Qm(y) dy

∣∣∣∣.

����� �����JM + OB��1����	�������Q� �!�������	���!./��
������!�

∣∣∣∣

y0∫

c

f(x0, y) dy −
y0∫

c

Qm(y) dy

∣∣∣∣ ≤
y0∫

c

∣∣f(x0, y)−Qm(y)
∣∣ dy < ε.



� ��� ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

����(*���$����������7

∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy−
y0∫

c

f(x0, y) dy

∣∣∣∣ <

< ε+

∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy−
y0∫

c

Qm(y) dy

∣∣∣∣.
M �DO

M �DOB��1����	�������Q����� �4����
��H�3%$�������Q���������B�V� ����������0���
��B�

(α + β)p ≤ 2p−1(αp + βp), α > 0, β > 0, p ≥ 1
M , O

��1����	�����<M�� ) � 7G� �-C + �$|DO8���I��������'����!�

21−p
∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy−
y0∫

c

f(x0, y) dy

∣∣∣∣
p

<

< εp +

∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy−
y0∫

c

Qm(y) dy

∣∣∣∣
p M � O

(*� �"���$�������DC/����������
4� ������������
������������

21−p · 1
h

x0+h∫

x0

∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy−
y0∫

c

f(x0, y) dy

∣∣∣∣
p

dx <

< εp +
1

h

x0+h∫

x0

∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy−
y0∫

c

Qm(y) dy

∣∣∣∣
p

dx
M |DO

��1����	�����-C
���������	�H�����$��%$�����������-7s�����
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� � �

∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy−
y0∫

c

Qm(y) dy

∣∣∣∣ ≤

≤
y0+k∫

c

∣∣f(x, y)−Qm(y)
∣∣ dy +

y0+k∫

y0

|Qm(y)| dy.

����������
�72M , O4��1����	�������<� ������0���
������!� ����� �4����
��K�3%$�������<���������B�+7�����#
����'����!�

21−p
∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy−
y0∫

c

Qm(y) dy

∣∣∣∣
p

≤

≤
( y0+k∫

c

∣∣f(x, y)−Qm(y)
∣∣ dy

)p

+

( y0+k∫

y0

|Qm(y)| dy
)p

.
M �${DO

s%$�������-74�����g��'��������	�
ε
#3������� M ��%DCJM + OA��1����	�����$O����)�$���������

���$� ���I�����������!���
ηm

����s%$���-7������4����� ���	�I�������H��1����	�������

y0+k∫

y0

|Qm(y)| dy < ε,
������

0 < |k| < ηm.
M � ��O

� ��
�����%$���	�B�u�����W(*��� �b%$�������-C
} OK������

p > 1
72����(*��
RS����	������� �q�����$������1����	������������
���%$�����

M�� ) � 7G� �-C + z-{DO

y0+k∫

c

∣∣f(x, y)−Qm(y)
∣∣ dy ≤



� � � ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

≤
( y0+k∫

c

∣∣f(x, y)−Qm(y)
∣∣p dy

)1/p

· (y0 + k − c)1/q,

�$��������
����� ������������
������������D7������

( y0+k∫

c

∣∣f(x, y)−Qm(y)
∣∣ dy

)p

≤

≤
y0+k∫

c

∣∣f(x, y)−Qm(y)
∣∣p dy · (d− c)p/q, M ��z O

�$������ 1
p

+ 1
q

= 1
C	M �${DO@��1����	����������
�7:M � ��OH��� M ��z O@(*� �"���$�����������

&����	�!�V����'����!�

21−p
∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy−
y0∫

c

Qm(y) dy

∣∣∣∣
p

≤

≤
y0+k∫

c

∣∣f(x, y)−Qm(y)
∣∣p dy · (d−c)p/q+εp, 0< |k|<ηm.

M � ) O

��5���
����$5�
����	�I��1����	����������
:� ������������
������������D7������

21−p · 1
h

x0+h∫

x0

∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy−
y0∫

c

Qm(y) dy

∣∣∣∣
p

dx ≤

≤εp+(d−c)p/q · 1
h

x0+h∫

x0

y0+k∫

c

∣∣f(x, y)−Qm(y)
∣∣p dx dy, M � * O

������
0 < |k| < ηm

C
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� � �

������� ��

x0

./����1����	�4������5�������
����
e
�$�����������	�3�D7q������1����

(x0, y0)./����1����	���?>/��7 �$������
y0 ∈ [c, d]

7P�$�)���	�������QM * O)1����	�����-C*�3� 
���(*
���������$� ���I�����������!���
δ < ηm

����s%$�����J���)�$�����������D7������+�$�)���	�������

1

h

x0+h∫

x0

y0+k∫

c

∣∣f(x, y)−Qm(y)
∣∣p dx dy <

<

y0∫

c

∣∣f(x0, y)−Qm(y)
∣∣p dy + ε < 2ε

M � + O

��������5������������	������
��-7�M + O #L���J&����	�!�+7�������
0< |h|<δ ���

0< |k|<δ C��5���
����$5�
����	�I��1����	�������Q&����	�!�+7)M � * OB��1����	����������
:����'����!�

1

h

x0+h∫

x0

∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy−
y0∫

c

Qm(y) dy

∣∣∣∣
p

dx ≤

≤ 2p−1
[
εp + 2ε(d− c)p/q

]
,

M � �DO

������
0 < |h| < δ

���
0 < |k| < δ

Cs��� ��1����	�������R� �!�������	���!./��
��3#
���!�+7bM |DOB��1����	����������
:����'����!�

1

h

x0+h∫

x0

∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, y) dy −
y0∫

c

f(x0, y) dy

∣∣∣∣
p

dx <

<2pεp+2pε(d−c)p/q<ε · 2p
[
1+(d−c)p/q

]
,

M � , O

������
0 < |h| < δ

���
0 < |k| < δ

C/�����!�
p > 1

(*��� �b%$�����������������gM ��O
1����	�����I������1�5�����������	���

ε
#L���I�$������������Q� �����	C

}�} O
p = 1

(*��� �b%$�����������������	S����	�����)#L�����$���B��1����	�����B��'����E� � � ���)#
�������I���W��%$���@(*� �"���$������
��I&����	��(*���-C



� �	� ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

�����!� ��OQ��1�5���������g������� ��
����	���-7B�������	���F��
����	��� ��������� ��� ��
3#
�������Qz O	��1�5���������-C ) O	��1�5���������J5��J� ��������������
������������y./��
��H��1�5�����3#
������������
�C��������������@������1�5���������	���-C

� ��� � wK[!kD[!f�a � aDe!_@[!e � c Z � [!Z@_@aDwK[!k j)[yr!wKaD[!Z@aUf�ZI] \@aD[!e!_@a �
� ] � Z c wK`@k*]�f�] e c � ]-j � hDZ@[!wKa�aDe!_@[!f�ZI] wKa �Nm hDa �

* C � C �K������������������

p = 1

(*��� �b%$�����������������<������'������Q(*��������� �y���3#
���������-7��b�E� �����!�������	���!./��
����!� ) C � C �I��� ) C zqC �H�����������������DC

m [!`@Z@[!n$]
� ��� ��� M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7 f ∈ L(Q)

C;����(*��

f
#L���

(*�3�$�����������Q� ��
3�G�$�?>/'��������X���������

F (x, y) =

x∫

a

y∫

c

f(t, τ) dt dτ
M ��O

��
�1���� �����8�J�������H(*��������� �I�������$���������-,
��O�0��������

(x0, y0) ∈ intLx(f)
./����1����+>/�B�$���$�)���	���

F ′
[x](x0, y0)���

F ′
[x](x0, y0) =

y0∫

c

f(x0, τ) dτ
M z O

��
3�;7/���� ��� �������-7

lim
h→0
k→0

1

h

x0+h∫

x0

y0+k∫

c

f(t, τ) dt dτ =

y0∫

c

f(x0, τ) dτ ;
M ) O

z O�0��������
(x0, y0) ∈ intLy(f)

./����1����+>/�2�$���$�)���	���
F ′

[y](x0, y0)���

F ′
[y](x0, y0) =

x0∫

a

f(t, y0) dt
M * O
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� � �
��
3�;7/���� ��� �������-7

lim
h→0
k→0

1

k

y0+k∫

y0

x0+h∫

a

f(t, τ) dt dτ =

x0∫

a

f(t, y0) dt;
M + O

) O 0��������
(x0, y0) ∈ intLx,y(f)

./����1����+>/� �$���$�)���	���
strgradF (x0, y0)

7/5�����&����	7/���)�$���������
dF (x0, y0)

���!�"������
�������	�-C

f�] e � ]-j � hDZI]
� ��� ��� M�� | |�� 7 � �${ , � O � ���B��� ��
�>/�������	��������


m∗(x0) =
{
(x0, y) : x0 ∈ e∗1, c ≤ y ≤ d

} M �DO
�$��� ����
�1)�D7s�$������

e∗1
�$�����������	�Q��'��������	��� * C � C �R��������������� ��OW��1�5���#

�����������
�7D���/./�����B�
x0

��
���(*��
����	�������:(*�3�$�����������$� wK[!kD[!f�a � hD[!Z@_@a 	
t*] w c Z@a � [!f�n![!e!_@a

f ∈ L(Q)
����
�����������������DC

���$������7����B��� ��
�>/�������	��������


n∗(y0) =
{
(x, y0) : a ≤ x ≤ b, y0 ∈ e∗2

} M , O
�$��� ����
�1)�D7s�$������

e∗2
�$�����������	�Q��'��������	��� * C � C �R���������������Uz OW��1�5���#

�����������
�7s���/./�����B�
y0

��
���(*��
����	�������y(*�3�$�����������$� wK[!kD[!f�a � � `@Z@a 	
j)`@e!_I] w c Z@a � [!f�n![!e!_@a

f ∈ L(Q)
����
�����������������DC

��%$�	�@(*����������'��B� >/���������@�$�����������	�������-,

E∗
1 =

⋃
x0∈e∗1

m∗(x0), E∗
2 =

⋃
y0∈e∗2

n∗(y0), E∗
3 = E∗

1 ∩ E∗
2 ,

M � O

���������4���I���3(*���������!� * C � C �H�������������I���$���0����	�����������-C
m [!`@Z@[!n$]

� ��� ��� � 0��������	�
f ∈ Lp(Q)

����
�����������������D7	�$������
p ≥ 1

7/�����B���������	���@(*��������� �I��1�5����������
��-,
��O

intLpx(f) = E∗
1

7 |E∗
1 | = |Q| �

z O
intLpy(f) = E∗

2

7 |E∗
2 | = |Q| �

) O intLpx,y(f) = E∗
3

7 |E∗
3 | = |Q|

C
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����������
8s%$�������-7N�����
intLpx(f)
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� � � ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

=
1

k

x0+h∫

a

[
f(t, y0 + k)−f(t, y0)

]
dt=

1

k

x0+h∫

a

( y0+k∫

y0

f ′
τ (t, τ) dτ

)
dt=

=
1

k

y0+k∫

y0

x0∫

a

f ′
τ (t, τ) dt dτ +

1

k

y0+k∫

y0

x0+h∫

x0

f ′
τ (t, τ) dt dτ ≡

≡ Ck(x0, y0) +Dh,k(x0, y0).
������������� � C � C �?#L����
:z O8��1�5�����������H�$�!����&������+>/�:������'������

lim
k→0

Ck(x0, y0) =

x0∫

a

f ′
τ (t, y0) dt

1����	�����I0������	�
x0 ∈ [a, b]

#3�������J���I���!���������J0������	�
y0 ∈ [c, d]

#3�������
M ��
����	��� �������H�3� �4���	�����@��5����:��0�� 	���1������������	�

Bh(x0, y0)
#3�������PO�C

(*���������G7

lim
(h,k)→(0,0)

Dh,k(x0, y0) = 0

1����	������0������	�
x0 ∈ [a, b]

#3����������� ���!����������0������	�
y0 ∈ [c, d]

#
�������	��
����	��� ���������

Ah,k(x0, y0)
#3�������+>/�����B�E������� ��
����	�81����	�������DC

����(*���$����������7sz O8��1�5���������I�����B���������	���-C

) O strgrad p(x0, y0)
#L��� �$���$�)���	�����I���!���������I0������	�

(x0, y0) ∈ Q./����1����+>/�;� ������������
������������ ��O"���8z Os��1�5������������������
�C
dp(x0, y0)

����#
�"������
�������	���Q���)�$���������Q5��J���!���������y0������	�

(x0, y0) ∈ Q
./����1����+>/�

� ������������
������������
strgrad p(x0, y0)

#L���y�$���$�)���	����������
<M ��%DC;������� }�} 7
������������� * C * C ��O�C/�������������I������1�5�����������	���-C

d [!e!a d hDe$] � ��� ����� �b� M ��O�1����	������(*��������'����!� 5�����&��
x = b��
���(*��
����	�������D7+����(*��
�M ) OA1����	�����

x0 = b
��
���(*��
����	��������������������#

��'������ + C � C M z O #L���E�$��%$�3� ������� � �����	78�����<���B������	��������
�� ����
���������
./���������������	�Q(*����&��	�����K� ��
3%$���8��� ����
����R���I����
���������A&��	����� 5�����&��
./���������������	���u���������4����	�������Q���������B�+C



§
� � �	�	��� � ��!����	�	���$���	� ��"�� ���� 	������$�	��!��������	��#" &�� � ��������
��	�����	�	&����	� � � �

��
����	��� ���������	7/�	������� ���J�������������KM ��%DC � C zqC M z O�OB������'������AM z O21��)#
�	����������
�7D�b�EM ��O # (*�

f
����
�������8��������
������+��������5������������	�

y
����	���)#

>/��C

d [!e!a d hDe$] � ��� ��� � ������������� ) C � C �?#L����
HM z O8���AM ) O81����	���������@(*�3#
��&��	�����I��������'��B�Y������������� + C zqC �?#L����
����CG���	���?>/
��!� ) C � C M ��O21����	�����	����?./�����B�

F (x, y) =

x∫

a

Φ(t, y) dt

�$��%$�!�+7G�$������

Φ(t, y) =

y∫

c

f(t, τ)) dτ.

�3�
Φ

����
�������R��5�����0��B�"���	�����U�����	�Q6��G�$��
���� + C � C �<����������������6������)#
�������DC/������1���� + C zqC M z O81����	�������y����
���%$�����	7

F ′
[x](x0, y0) = Φ(x0, y0) =

y0∫

c

f(x0, τ) dτ.

���$�����4������'������ ) C � C M ) O81����	�������C

� � � � aDe!_@[!f�ZI] wKa � vD] ZI] n![!_@Z@a m f�] � ] Z@n!`@[!kDa � wK`@t*] w c Z@a
d [!n m pqhD[!h*] � �

] _ c ��m [!`@Z@[!n$]
����� ����Y��
���%$� �+7b�	������
�����������A�����	�J6��G�$��
����U����������������(*�K��
3#

1���� �����	�����3(*�U����
����������M ��
�1���� ����
������POJ6�����������1����!�T./���������������8�
� �	�������8�������	7P� ����� �����B��5����b%$����>/�)����� �b%$���������B�/./0�����1������8��
 �4��#
���������������-7G(*�3�$�����������$���	C

�"��1)�G� wK`@t*] w c Z@a m [!`@Z@[!n!a � 	������)�$��0����	���������	��� ����� � � ���)#
�������@>/��� �����B���I�
������-C

���B���3���	������
E'�����./���3(*��� ��
3�$�?>/'����)���
u(r, θ)

7
0 ≤ r < 1

7
0 ≤ θ < 2π

72����
���������F���B���3���	������
��E./����./�������
eiθ0

./����1����+>/�



� � � ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

t c m p c Z j � hDZI] \ �������
A(θ0)

����s%$���-7G�$���������8�������

lim
(r,θ)−̂→(1,θ0)

u(r, θ) = A(θ0),
M ��O

�b�Q0��������	�
c > 0

����s%$�������������	����� ���	�8�������
u(r, θ)→ A(θ0)

�������)#
5������������	�������D7�������

(r, θ)
���!./���!�"�����

eiθ0
./����1����	���$5���
 |θ− θ0| <

c(1−r) 6������������	��������!�+CP� ��������1��������	���9�3�+
���(*
������D7������
eiθ0

./���)#
1����	������
)� �����)�����	�+�����8���������!�U(*����� ��
����	�8����1�0����	�85����b%$���4� ����#
./�������

u(r, θ)
����
���������J>/'��������

eiθ0
./����1����+>/�:�������

A(θ0)
����s%�#

���QM �������������!�F(*����� ��
����	�:5����b%$��� �$���������2��������5������������	���W
��������$����#
������� ��'��������

c > 0
�3���������?>/� O�C�0��������	�U���$� ����5����b%$���E� ���!./�������

u(r, θ)
# ��>/'��������

eiθ0
./����1����+>/�E��
�����S�����
����3� ���B����������� �����

A(θ0)
����s%$���uM ���g�	��6�������5�����������>/'�������� ����
������������?>/�

c
# ������#

�����B� � O�C
�!�������!�+7

f(t)
�������

2π
#L6����������)���	�B���

[−π, π]
# >/� �4�������������8����
3#

������-C
f
����
���������I(*���3�$�������������H6������$��
����

uf(r, θ) =
1

2π

π∫

−π

f(t)pr(θ − t) dt
M z O

��
�1���� �����	� M 6������$��
����+��
�1���� �����	�B���B���3���	������
���./�������������PO�7!�$������

pr(x) =
1− r2

1 + r2 − 2r cos x
=

M ) O

=
∞∑

n=−∞
r|n|einx

M * O

�������A6������$��
����<�P���	�-C�s%$�������-7"�����
θ
6�����������1���>/�I��������5������������	�

M z O8��
�1���� �����	�����������y� ���������

∂

∂θ
uf(r, θ) =

1

2π

π∫

−π

f(t)
∂

∂θ
pr(θ − t) dt =

M + O
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� � �	�	��� � ��!����	�	���$���	� ��"�� ���� 	������$�	��!��������	��#" &�� � ��������
��	�����	�	&����	� � � �

= − 1

2π

π∫

−π

f(t)
∂

∂t
pr(θ − t) dt

M �DO

1����	���������-7������	�46��G�$��
���� + C � C �H���������������Q&����	�!�+C
6������$��
����	�P���	���8�$6���������8�����+�������$������
��8�?./�������HM z O"��
�1���� �����	���

θ
6�����������1����!� ∂

∂θ
uf(r, θ)

./���������������	���H�	��5����	�?>/�������
(1, θ0)

./���)#
1����	���8����%$�	�����	������(*�-7P5����b%�������>/'��������+���)(*�����	�������!�+C����"���U>N�G��#
1����	7/�����B���������	���@(*��������� �

m [!`@Z@[!n$] � � � ��� M �"��1)�;7 �$| {��y.�C
�
� ) {�� 7/� �-C � � , O � �b�F���)�$���������

�$���$�)���	�
f ′(θ0)

./���������������	�-7�����(*��
4����� ���	�H�������

lim
(r,θ)−̂→(1,θ0)

∂

∂θ
uf(r, θ) = f ′(θ0)

M , O

1����	������� ∗ C

∗ � ���0�,( ��� .0�����������%( � � � � * ����� ���B����
���	��&1� ������������
��"�� ��������������2��0��&1����+
��$������ � ��� � �,� � � 	,+ � � ����&1��"���. �����	(�������$��0��&1� Q = Qr(t, ω) � ����2�
���%( ��� �
���0(�������$��0��&1��"��%(=�������������%(=��
����&1��"�� 
�����
� −δ ≤ t ≤ δ ��� � ��$���&1� (��%( �
�0��&1� ��������"���.0� c �	��������$��%(/.0$��%( ���	(��0��&1��"%��&1��� |t| < c(1 − r) ������&1��"�� 

��� � ������"�����
����� |Q| = 2r(1 − r2) |t·sin(t−ω)|

|eit−reiω |2
����&1��"��%(�+0��2 ����� ��$�����& ��� �������

� � �0( |eit − reiω |4 +������$���� ��������������"%��&1� * ����� ����3�� R�� R�������FHL
	,N�� G�K
��0K�OPE�	��
� K��%C-Q�� OPK
��E�	����JFHN,C,M�	�� C��������K�C��%N���G
���,K�E,K��0K�N,N���G
��R�� R �����! ! ��"�%OPER�#�$�%,+
� � ��� �-�,(������ 
 Qr(t, ω) � ����2�
��� ������� ���	��& ��������"���" ��� ������� �������0(�������$��0��&1��+
������.0&1��
 


Qr(t, ω) = 2r(1− r2) t sin(t− ω)
[
(1− r)2 + 4r sin2 t−ω

2

]2

����&1��"�������� 
�����
� 0 ≤ t ≤ δ ������������������������"%(

Qr(t, 0) = 2r(1− r2) t sin t
[
(1− r)2 + 4r sin2 t

2

]2 ≥

≥ 2r(1− r2) t · t/2
[(1− r)2 + rt2]2

= r(1 + r)(1− r) t2

[(1− r)2 + rt2]2
.



��� � ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

(*����
���(*
��B�+7-�������	������
�������W���+�����	��6��G�$��
����W�������������������:6������)#
������(*�K��
�1���� �����	���R6�����������1����!�=� �?./�������������Q(*����&��	�����K� ������1���
����
����
���� ��
�1���� �����	����(*��� 
��!�+C@M , OA1����	������5��F� ���3����
������-7+�����<�3%$�)#
�	���Y���B� ./����1����+>/�	�$���$�)���	�

f ′(θ0)
./���������������	�H1����	���H6������$�)#


����
uf(r, θ)

��
�1���� �����	���
θ

6�����������1����!� ./���������������	���V5����b%������
>/'��������$�

(1, θ0)
./����1����+>/��C�������(*�y����� ���������������R�"��1)�G�<���������������

�	��5����8���������-C

§ � � f�] e c � ]-j � hDZ@[!wKa�aDe!_@[!f�ZI] wKa � r!wKaD[!Z@aUtD[!Z@r!`
� ] Z@n!`@[!k c wK[!kDa �
� ] � Z c wK`@k*]�\I] c ��� hD[!_@`@k*]

� ��
3�G�$�?>/'��������	�A��������� �y��
�1���� �����	�����������<�����������@����'�������� (*�3#
����� ����(*�-7G��1�5����������
��@�$�)���	�������J���!���������Q0������	� ��
�C

������
���5��	���@�$� � �������H� ������
����3�J��������3��� ./����1����+>/�4�����B���������	�
��������� �������W��1�5���������-Cq���$�+����� ���	�!�����	7G������������� � C zqC * # (*�:� ���������@� ��#

3�G�$�?>/'��������	�

F (x, y)
��
�1���� �����	���K���!�"������
�������������������Q��������3���

./����1����+>/��7��b��5��
F (x, y)

# ���������8� ����5����3���	�8�������$������
��2���"./����1����	���
�����������)(*�-C����������B����������P���	����%$�����!�+7"�����

F (x, y)
����
�������H� ��
3�$�?>N#

'����)���	��� * C zqC M ��O81����	�����!�+C

� ����� f�] e c � ]-j � hDZ@[!wKaUaDe!_@[!f�ZI] wKa � r!wKaD[!Z@aUtD[!Z@r!`
� ] Z@n!`@[!k c wK[!kDa �
� ] � Z c wK`@kDa � � [!Z@_@aDwK[!kDa

�������?./0��B� (*��������� �K�	�����!�+7b���������8(*��Y� ������0���
��������	���<|NC �R� ��
3#
�$�?>/'������J������� } #L����
�C

wK[!n$]
� ������� M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7

f(x, y) ∈ L(Q)
����
�������

>/�����������
y
#L��� ���������B�

[c, d]
# >/�B0��������	�

x ∈ [a, b]
��
���(*��
����	���������������

$�.02�$���.�
 0<tn→0 
-����
� n→∞ ��� ��$�������. rn =1−tn +-��� ����� tn/(1−rn)=1
���

Qrn
(tn, 0) ≥ rn(1 + rn)

t3n
t4n(1 + rn)2

→ +∞, ����
� n→∞.
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� �����	� ��"�� ���� 	������$�	��!��������	��#" ����	�����$�	�����������	� � �����#����#"

. . .

��� �

���@�������
x
#L�!� 5�����&�� �/./0���1��

x0
# >/�	����
����������

y
#L���I���������B�

[c1, d1]
#

>/��7��$������
c ≤ c1 < d1 ≤ d

C!����(*��
;�����B���������	���B(*��������� �B��1�5����������
��-,
��OW���)�$���������

δ = δ(x0) > 0
����s%$���A���$� ���-7;����� |x − x0| < δ�������$�������Q0������	�

x
#3�������I�$���$�)���	���

d1∫

c1

f(x, τ) dτ
M ��O

��
�1���� �����	�+���-7P����(*���$����������7 |x−x0| < δ
���

c1 ≤ y ≤ d1
6�������������(*�

�$���$�)���	���
y∫

c1

f(x, τ) dτ
M z O

��
�1���� �����	��
�

z O8�����I����	�������H�$���$�)���	�

ψ(x, y) =

y∫

c1

f(x, τ) dτ, |x− x0| < δ, c1 ≤ y ≤ d1,
M ) O

����
������� �/./0�����1����H0������	�
(x0, y0)

./����1����+>/��7/������
c1 < y0 < d1

C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ��O8|NC M ��O21����	�������J&����	�!�V������� } #L����
�7N���)�$���������
δ = δ(x0) > 0

����s%$���H���$� ���-7������ |x− x0| < δ
���

τ ∈ [c1, d1]
6���#

����������(*�:�$�)���	������� −1 < f(x, τ)− f(x0, τ) < 1
��������5������������	�����

���-7/����(*���$����������7

f(x0, τ)− 1 < f(x, τ) < f(x0, τ) + 1.
M * O

������� ��
���
f ∈ L(Q)

7;������1���� d1∫
c1

f(x, τ) dτ
��
�1���� �����	�y�$���$�)�G#

�	���F���!����������0������	�
x ∈ [a, b]

��
���(*��
����	���������������D7	5�����&����	7 |x −



��� � ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

x0| < δ
�������$������� ���!����������0������	�

x
#3�������DC4�b�X���$� �

x
#L�����������P�G#

�	����%$�����!� M * O # (*�-7�����(*��
I�����$�R������s%$��
��K�3%$�����H��&��	����� d1∫
c1

f(x0, τ) dτ
��
�1���� �����	���4�$���$�)���	�������DC*�3�:5��-7*��������� �3%$�����-7�M * O;(*� �"���$�����!���	�����)#�4����
��Q
��?./���	���R� �!�������	���!./��
������!�+7���&��	�����gM ��O4��
�1���� �����	���y�$���$�)�G#
�	������� |x− x0| < δ

�������$�������Q0������	�
x
#3�������DC

����������
�7 5�����&����	7D� ������������
������������yM z Ob��
�1���� �����	���:�$���$�)���	�����-7
������ |x− x0| < δ

���
c1 ≤ y ≤ d1

C
z OK������'��B� 
��������$���������

ε > 0
����s%$���-C+����(*��
�������� } #L��� |NC M ��O

1����	��������� �����
ε∗ = ε/(d1 − c1)

����s%$������������� ���)�$���������
δ∗ =

δ∗(ε, x0) > 0
���$� ���-7/�����+�$�)���	�������

f(x0, τ)−ε∗<f(x, τ)<f(x0, τ)+ε
∗, |x−x0|<δ∗, τ ∈ [c1, d1]

M + O

��������5������������	������
��-C
ψ(x, y)

����
���������@�/./0�����1��������J�����$����� ��
����Y0������	�
(x0, y0)

./���)#
1����+>/��7 ������

c1 < y0 < d1
7	(*����������./���B� ������� } #L����
F���������3#

��� �NC � C z$#L���J6��������������-C�� ���������D,

ψ(x0 + h, y0 + k)− ψ(x0, y0 + k) =

=

y0+k∫

c1

[
f(x0 + h, τ)− f(x0, τ)

]
dτ,

M �DO

ψ(x0, y0 + k)− ψ(x0, y0) =

y0+k∫

y0

f(x0, τ) dτ.
M , O

c1 < y0 < d1
�������$�������K0��������	�

y0
#3�������Q���)�$���������

η1 = η1(y0) > 0����s%$���	���$� ���-7D�����
y0 +k

./����1����	�����4������5�������
���������

[c1, d1]

# �D7 ���)#
�� |k| < η1

C�������1����EM �DOH��
�1���� �����	���9�����$���8��1)�����E��
���(*��
����	�����
M + O #L���E&����	�!� 
���5��	�������-78���������

ε∗(d1 − c1) = ε
7������� |h| < δ∗
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�����

��� |k| < η1
C�M , O2��
�1���� �����	���Q�����$���8��1)�����I��
���(*��
����	�����I5��I
���5��	�3#

�����I���������
ε
7 t∫
c1

f(x0, τ) dτ
��
�1���� �����	���y�����$���8��1)�����@�/./0�����1��������

� �����	7s������ |k| < η2
7��$������

η2 = η2(x0, ε) > 0
C"�	�����y������1�5�����3#

�����	���-C
m [!`@Z@[!n$]

� ������� M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7 f(x, y) ∈ L(Q)
����
�������

>/�����������
y
#L�!�

[c, d]
# >/��0��������	�

x ∈ [a, b]
��
���(*��
����	���������������4����5����)#

&��V�/./0�����1����
x
#L�!�

x0
# >/�:����
����������

y
#L���J���������B�

[c1, d1]
# >/��7G�$������

c ≤ c1 < d1 ≤ d1
C)����(*��


c1 < y < d1
�������$�������E0��������	�

y
#3�������

�$���$�)���	���
F ′

[x](x0, y)
���I����� ���	�H�������

F ′
[x](x0, y) =

y∫

c1

f(x0, τ) dτ, c1 < y < d1,
M � O

1����	�������DC
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � M � O41����	�������K��
�1���� �����	�J�$���$�)���	���gM z O4��
�1����P#

�����	���H�$���$�)���	�������y� �����	CbM � O81����	�����H5��I� ������������
������������

F (x0 + h, y + k)− F (x0, y + k)

h
−

y∫

c1

f(x0, τ) dτ =

=
1

h

x0+h∫

x0

y+k∫

c1

[
f(t, τ)− f(x0, τ)

]
dt dτ +

y+k∫

y

f(x0, τ) dτ

1����	����������
�7)M �DO8��
�1���� �����	���H(*�3�$��%$���I>/�����B�����3���	���Q� �����	C
��
����	��� ���������u��1�5�����������
m [!`@Z@[!n$]

� ������� M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7 f(x, y) ∈ L(Q)
����
�������

>/�����������
x
#L�!�

[a, b]
# >/�U0��������	�

y ∈ [c, d]
��
���(*��
����	��������������� ���

�������
y
#L�!��5�����&����/./0�����1��

y0
# >/�8����
����������

x
#L���I���������B�

[a1, b1]
# >/��7
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�$������
a ≤ a1 < b1 ≤ b

C2����(*��

a1 < x < b1

�������$��������0��������	�
x
#3�������I�$���$�)���	���

F ′
[y](x, y0)

���W�$�)���	�������

F ′
[y](x, y0) =

x∫

a1

f(t, y0) dt, a1 < y < b1,
M |DO

1����	�����-C

�����W��5���
����$��5�
����	�Q������������������
:� ������������
������������

m [!`@Z@[!n$]
� ����� � M�� | |�� 7=� �${ , � O � �!�������!�+7+���!�����3���	�9����	�����!�

Q
# >/�H>/���������

f(x, y) ∈ L(Q)
����
�������R�������

x
#L�!�T5�����&��=�/./0���1��

x0
# >/�)����
����������

y
#L���+���������B�

[c, d]
# >/�;���

y
#L�!�g5�����&��E�/./0�����1��

y0
# >/�

����
����������
x
#L���J���������B�

[a, b]
# >/��C/����(*��
+�$���$�)���	�������-,

��O
F ′

[x](x0, y) =

y∫

c

f(x0, τ) dτ
7
c < y < d �

z O
F ′

[y](x, y0) =

x∫

a

f(t, y0) dt
7
a < y < b �

) O strgradF (x0, y0)
7s������

(x0, y0) ∈ Q0 Cs5�����&���� ∗ 7����)�$���������
dF (x0, y0)

���!�"������
�������	�-C
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m [!`@Z@[!n$]
� ��� ��� M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7 f(x, y) ∈ L(Q)

����
�������
�/./0�����1����

r1 =[a1, b1]×[c, d]
�����B��5����b%$����>/��7N�$������

a≤a1<b1≤b
C

∗E0 (�����"���&1��.0� ������� ���	��&1��� E (���������$�&1�%( � ��� ��
�� ��� E � (�������� * ��������&1� �
"��%(J(���������$�&1� �9+
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��� �

����(*��

F ′

[x](x, y)
�/./0�����1����

r0
1

# (*�I���

F ′
[x](x, y) =

y∫

c

f(x, τ) dτ, (x, y) ∈ r0
1.

M ��O

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ������� } #L����|NC �A��������������(*�-7
Q
# �R�����8(*�A������'��B�

r1
C;��%$�	� �NC � C �R��������������(*�y(*��� ����&��	���

x0
#L���R�����8(*�A������'��B�

a1 <
x < b1

�������$�������K
��������$���������
x
C�������1����QM ��O	1����	�����J� ������������
������3#

����� �NC � C M � O #L����
�C F ′
[x](x, y)

#L���4�/./0�����1������
r0
1

# (*�45�� � ������������
������������
�NC � C �E�	������� z OK��1�5��������������
�78�b� ���

x0
# �g(*��������	�!�

x ∈ (a1, b1)��
���(*��
����	�����!�Y���
y0
# �J5��

y ∈ (c, d)
#L�!�+C/�������������I������1�5�����������	���-C
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����	��� ���������u��1�5�����������
m [!`@Z@[!n$]

� ��� ��� M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7 f(x, y) ∈ L(Q)
����
�������

�/./0�����1����
r2 =[a, b]×[c1, d1]

�����B��5����b%$����>/��7N�$������
c≤c1<d1≤d

C
����(*��


F ′
[y](x, y)

�/./0�����1����
r0
2

# (*�@���

F ′
[y](x, y) =

x∫

a

f(t, y) dτ, (x, y) ∈ r0
2.

M z O

�����W��5���
����$��5�
����	�Q������������������
:� ������������
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m [!`@Z@[!n$]

� ��� � � M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7 f(x, y) ∈ L(Q)
����
�������

�/./0�����1����
[a1, b1] × [c, d] ∪ [a, b] × [c1, d1]

� �����B������
������?>/��7��$������
a ≤ a1 < b1 ≤ b

���
c ≤ c1 < d1 ≤ d

C�����(*��

r = [a1, b1] × [c1, d1]�����B��5����b%$�������A(*��� �

(x, y) ∈ r0 ./����1����	���?>/�@�/./0�����1����
F ′

[x](x, y)
7

F ′
[y](x, y)

����
�����������I���I����� ���	�H�������

F ′
[x](x, y)=

y∫

c1

f(x, τ) dτ, F ′
[y](x, y)=

x∫

a1

f(t, y) dt, (x, y)∈r0,
M ) O

1����	���������DC
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5�����&����	7s� ��
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F (x, y)
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�1���� �����	�J�/./0�����1���� ���!�"�3#
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r0 # (*�-C
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m [!`@Z@[!n$]
� ��� M�� | |�� O � �!�������!�+7 f(x, y) ∈ L(Q)

����
�������@�/./0����3#
1����

r(x0, δ) = [x0 − δ, x0 + δ]× [c, d] ⊂ Q
�����B��5����b%$����>/��7N�$������

δ = δ(x0) > 0
C��������G(*���!�+7������

f ′
x(x, y)

5�����&��Y./���������������	�J���)�$�3#
������� ��� �4���������������

r(x0, δ)
# >/��7 ���������	��E���P���	����%$�������

x
#L�!� 5�����&��

�/./0�����1��
x0
# >/������
����������

y
#L���F���������B�

[c, d]
# >/�R���

y
#L�!� >/���������

[c, d]
# >/�+0��������	�

x ∈ [x0−δ, x0+δ]
��
���(*��
����	���������������DC�����(*��
	0������	�

(x0, y)
./����1����+>/��7/������

c<y<d
7*�$���$�)���	���

(F ′
[x])

′
x(x0, y)

���

(F ′
[x])

′
x(x0, y) =

y∫

c

f ′
x(x0, τ) dτ.

M ��O

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � f ′
x(x, y)

7
(x, y) ∈ r(x0, δ)

7s����
�����������������A� �����)#
����0���
��B� ��O8��1�5���������I�	����� �NC � C �?#L����
�CG������1����

f ′
x(x0, τ) ∈ L([c, d])

C
�NC zqC �8���������������+&����	�!�+7

F ′
[x](x, y)

����
���������/./0�����1����
r0(x0, δ)

# (*�B���

y∫

c

f(x, τ) dτ = F ′
[x](x, y), (x, y) ∈ r0(x0, δ).

M z O

M z O	1����	�������K������s%$��
��H�3%$����� ��'���
���(*
��B�
µ(x, y)
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����J����#
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µ′
x(x0, y) =
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c

f ′
x(x0, τ) dτ, c < y < d.
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µ(x0 + h, y)− µ(x0, y)

h
−

y∫

c

f ′
x(x0, τ) dτ =

=

y∫

c

[f(x0 + h, τ)− f(x0, τ)

h
− f ′

x(x0, τ)
]
dτ =

=

y∫

c

[
f ′
x(x0 + θh, τ)− f ′

x(x0, τ)
]
dτ,

�$������
0 < θ = θ(x0, h, τ) < 1

C+��%$�	�F�$��5����������$������������� �!������#
�	���!./��
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f ′
x(x, τ)
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x
#L�!� 5�����&��u�/./����1��

x0
# >/�
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[c, d]
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r(x0, δ) = [x0 − δ, x0 + δ] × [c, d] ⊂ Q
7
δ > 0
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r(x0, δ)
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[c, d]
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(x0, y)
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c < y < d
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f ′
x(x, y)
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′
x(x, y)
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′
x(x, y) =
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′
y
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� � � M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7 f(x, y) ∈ L(Q)
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r1 = [a1, b1] × [c, d]
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a ≤ a1 <
b1 ≤ b
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′
y
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r0
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′
y(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ r0
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f(x, y)
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[c, d]
# >/��CG������1�����,

µ′
y(x, y) = lim

k→0

1

k

y+k∫

y

f(x, τ) dτ = f(x, y).
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��%$�	� , C zQ��� , C ) ����������������������
:� ������������
������������
m [!`@Z@[!n$]

� ��� M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7 f(x, y) ∈ L(Q)
���

f ′
x(x, y)����
�������������/./0�����1����

Q0 # (*�-C$����(*��
 (F ′
[x])

′
x

���
(F ′

[x])
′
y

�/./0�����1����
Q0 # (*�

���-7/����(*���$����������7
F ′

[x](x, y)
�/./0�����1����Y���!�"������
�����������������

Q0 # (*�-C
s%$�������-7$����������� ���	�B������� , C � � , C ) �������������������8��
����	��� ����� (F ′

[y])
′
y���

(F ′
[y])

′
x

����
���������������������D74%$���	� ������������� , C * #L������
����	��� �����$�
0����	�����������-C

m [!`@Z@[!n$]
� ��� M�� | |�� 7� �${ , � O � �!�������!�+7 f(x, y) ∈ L(Q)

���
f ′
y(x, y)����
�����������:�/./0�����1����

Q0 # (*�-CN����(*��
 (F ′
[y])

′
x

���
(F ′

[y])
′
y

����
�����������:�/.N#
0�����1����

Q0 # (*�R���-7)����(*���$����������7
F ′

[y](x, y)
�/./0�����1���� ���!�"������
�������3#

���������
Q0 # (*�-C

�����W��5���
����$5�
����	�Q������������������
4������'������
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� ��� M�� | |�� 7 � �${ , � O � �!�������!�+7 f(x, y) ∈ L(Q)

����
������#
���Q�������

Q0 # (*�@�/./0�����1��J5�����&��
f ′
x(x, y)

���
f ′
y(x, y)

./���������������	�����-C
����(*��


F ′
[x](x, y)

���
F ′

[y](x, y)
�/./0�����1����9���!�"������
���������������+����
�������3#

�����
Q0 # (*�-C!����(*���$����������7�� ��
3�G�$�?>/'��������	� F (x, y)

��
�1���� �����	�2��� �4���
�/./0�����1���� ���!�"������
�����������������

Q0 # (*�QM ��%DCG�������������TzqC � C + ������� }�}�} #
����
 O�C

§ � � f�] e c � ]-j � hDZ@[!wKaU`@Z@n$] f�aUaDe!_@[!f�ZI] wKa � `@Z 
 [!Z
\@a

�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*]

� ����� f�] e c � ]-j � hDZ@[!wKaUaDe!_@[!f�ZI] wKa � `@Z 
 [!Z
\@a

�
[!Z@[!e!i8aDZ@[!k*] \@`@k*]

Q0 	 d a

m [!`@Z@[!n$]
� ������� M�� | |�� 7#� �${ , � O � �!�������!�+7 Q # >/�I�/./0�����1��

f(x, y)����
�������@���!�"������
�����������������
Q0 # (*�@���I�!�������!�+7

d∫

c

f ′
x(x, τ) dτ,

b∫

a

f ′
y(t, y) dt

M ��O

��
�1���� �����	�����U�$���$�)���	���90������	�
x ∈ (a, b)

���
y ∈ (c, d)

��
���(*��
��3#
�	���������������D72(*�3�$�����������$���	C+����(*��


F ′
[x](x, y)

���
F ′

[y](x, y)
���!�"������
3#

��������������H����
�������������
Q0 # (*�-CG����(*���$����������7�� ��
3�G�$�?>/'��������	� F (x, y)��
�1���� �����	�I��� �4���Y���!�"������
�����������������

Q0 # (*�-C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � �NC zqC ) ���������������J&����	�!�

F ′
[x](x, y) =

y∫

c

f(x, τ) dτ ≡ φ(x, y)

���

F ′
[y](x, y) =

x∫

a

f(t, y) dt ≡ ψ(x, y)
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����������� �/./0�����1����
Q0 # (*�-CGs%$�������-7������

φ(x+h, y+k)−φ(x, y+k)

h
=

y+k∫

c

f(x+h, τ)−f(x, τ)

h
dτ.

������� ��
���
f(x, y)

����
�������y���!�"������
�����������������K0������	�
(x, y) ∈ Q0

./����1����+>/��7/������1����QM ��%DC�������� }�} 7�zqC * C M ��O8���JzqC * C M � O�O

f(x + p, y + q)− f(x, y) =

= pf ′
x(x, y) + qf ′

y(x, y) +
(
|p|+ |q|

)
· α,

�$������
(x, y)

./����1����	���9�����������)(*��� ��
3�$�?>/'����)���
α

����
���������g
3�G#
�	������
�� >/'����������������

(x, y)
# >/�U��� ����'��������	����
3���	��� 1����	��� ���

./����1����+>/��C/����(*���$����������7

φ(x+ h, y + k)− φ(x, y + k)

h
=

y+k∫

c

f ′
x(x, τ) dτ +

|h|
h

y+k∫

c

α dτ.

0��������	�
ε > 0

����s%$�������������A���)�$���������
(x, y) ∈ Q0 ./����1����	���y(*���3#

������	�I�����B��5����b%$�����-7����������+>/�� |α| < ε
C/��������� ���	7����)�$���������J�$����#

�)���	�

φ′
[x](x, y) =

y∫

c

f ′
x(x, τ) dτ

(
= φ′

x̂(x, y)
)
.

M z O

(*���������G7

φ(x+ h, y + k)− φ(x+ h, y)

k
=

1

k

y+k∫

y

f(x+ h, τ) dτ =

=
h

k

y+k∫

y

f(x+ h, τ)− f(x, τ)

h
dτ +

1

k

y+k∫

y

f(x, τ) dτ =
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=
h

k

y+k∫

y

f ′
x(x, τ) dτ +

|h|
k

y+k∫

y

α dτ +
1

k

y+k∫

y

f(x, τ) dτ.

����������
�7
φ′
ŷ(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Q0.

M ) O
����(*���$����������7

φ′
ŷ(x, y)

����
�������W�/./0�����1����
Q0 # (*�-C

��������� ���	7
φ(x, y) = F ′

[x](x, y)
����
�������@���!�"������
�����������������

Q0 #
(*� ) C + C �H���������������J&����	�!�u������� }�} #L����
�C

��
����	��� ���������o��1�5�����������
ψ(x, y) = F ′

[y](x, y)
����
���������Q���!�"�3#

����
�������������������
Q0 # (*�-7!�������	�����������$�� ψ′

x̂(x, y) = f(x, y)
����
�������

�/./0�����1����-7G%$���	�

ψ′
[y](x, y) =

x∫

a

f ′
y(t, y) dt

M * O

����
�������W�$���$�)���	���
Q0 # (*�-CG������1�����7 F ′

[y](x, y)
����
�������I���!�"������
����#

�������������
Q0 # (*�AM ��%DC }�} 7/����������������� * C �NC � 7 * C �NC * O�C����(*���$����������78� ��
3�G�$�?>/'��������	�9��������� �

F (x, y)
��
�1���� �����	�9���)#

�4���Y���!�"������
�����������������
Q0 # (*�-C/�������������I������1�5�����������	���-C
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������
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#L�!�o�����$���8��1)�������o�/./0�����1����

[a, b]
# >/�@���!�����3���	�

y ∈ [c, d]��
���(*��
����	��������������� ���E�!�������!�+7
f ′
x(x, y) ∈ L(Q)

C8����(*��

F ′

[x](x, y)����
������� �/./0�����1����
Q0 # (*�-7G����� ���	�H�������

F ′
[x](x, y) =

y∫

c

f(x, τ) dτ, (x, y) ∈ Q0,
M ��O

1����	�������Q���I�����B���������	���@(*��������� �@��1�5����������
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��O:���!���������K0������	�
x0 ∈ (a, b)

���J0������	�
y0 ∈ (c, d)

��
���(*��
����	�)#
�����������������J�$�)���	�������@�$���$�)���+./��������������
��

(F ′
[x])

′
[x](x0, y0) =

y0∫

c

f ′
x(x0, τ) dτ

M z O

1����	�����
�

z OJ���!���������g0������	�
(x0, y0) ∈ Q0 ./����1����+>/�y�����B���������	�����$����#

�)���+./��������������
��

(F ′
[x])

′
[y](x0, y0) = f(x0, y0)

M ) O
1����	�����

�

) O strgradF ′
[x](x, y)

�$���$�)���	��� ���!���������:0������	�
(x, y) ∈ Q0 ./���)#

1����+>/��7/5�����&����	7/���)�$���������
dF (x, y)

���!�"������
�������	�
�

* O F ′
[x](x, y)

7:5�����&����	7
F ′
x(x, y)

7:���!�"������
����������������� ���!���������
0������	� ��


Q0 # (*�-C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ����������6����������	��������������� ��
��B�

F ′
[x](x, y)

����
������#
���y�/./0�����1������

Q0 # (*�Q���gM ��O:1����	�����-C����@���?>/
��!�
F (x, y)

����
�������
	����?./�����B� (*��������� � �$��%$�!�+,

F (x, y) =

x∫

a

φ(t, y) dt,

�$������

φ(t, y) =

y∫

c

f(t, τ) dτ =

y∫

c

t∫

t0

f ′
t(t, τ) dt dτ +

y∫

c

f(t0, τ) dτ

���
t0 ∈ (a, b)

./����1����	�<���$� �����-7������
f(t0, τ) ∈ L([c, d])

C)����������

s%$�������-7/�����

φ
����
�������W�/./0�����1����

Q0 # (*�@���

F ′
x(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ Q0.
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F ′
x
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���������K�/./0�����1������
Q0 # (*�y�?./�������

F ′
[x]

����
���������K�/./0�����1��������

Q0 # (*�AM ��%DC�������� }�} 7G./��
�������������� * C � C �QO8���

F ′
[x](x, y) = F ′

x(x, y) = φ(x, y) =

y∫

c

f(x, τ) dτ

1����	���������DC
M ��O�1����	�������2�$�����B���g��
���(*��
����	�����B��'���
���(*
��B�

ψ(x, y)
#L�!�+7������3#

�	�����������$���� ���������D,

��O
ψ′

[x](x0, y0) = lim
h→0
y→y0

ψ(x0 + h, y)− ψ(x0, y)

h
=

= lim
h→0
y→y0

1

h

x0+h∫

x0

y∫

c

f ′
x(x, τ) dτ dx.

����� �����@�3�K>/'��������-7 ) C zqC M ��O:1����	�������R&����	�!�+7;���!���������A0������	�
x0 ∈

(a, b)
���A0������	�

y0 ∈ (c, d)
��
���(*��
����	�������������������U��
�1���� �����	���U1��)#

�	���RM z O81����	����������
�C

z O
ψ′

[y](x0, y0) = lim
k→0
x→x0

ψ(x, y0 + k)− ψ(x, y0)

k
=

= lim
k→0
x→x0

1

k

y0+k∫

y0

f(x, τ) dτ.

�!�������!�+7
x0 ∈ (a, b)

./����1����	�J���$� �����-7s�����
f(x0, τ) ∈ L([c, d])M ���!���������J0������	�I./����1����	�I���$� �����$O	���I�����?./�����B�+,

1

k

y0+k∫

y0

f(x, τ) dτ=
1

k

y0+k∫

y0

f(x0, τ) dτ+
1

k

y0+k∫

y0

x∫

x0

f ′
t(t, τ) dt dτ.
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[x](x, y)
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��������� �$���$�)���	����� ���!��������� 0������	�

(x, y) ∈ Q0 ./����1����+>/�4� ������������
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[x](x, y)
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�7Q�b� � �����!�������	���!./��
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y(x, y) ∈ L(Q)

C8����(*��

F ′

[y](x, y)�/./0�����1����
Q0 # (*�-7G����� ���	�H�������

F ′
[y](x, y) =

x∫

a

f(t, y) dt, (x, y) ∈ Q0,
M * O

1����	�������Q���I�����B���������	���@(*��������� �@��1�5����������
��-,
��O40������	�

x0 ∈ (a, b)
���y���!���������K0������	�

y0 ∈ (c, d)
��
���(*��
����	�)#

�����������������J�$���$�)���	���

(F ′
[y])

′
[y](x0, y0) =

x0∫

a

f ′
y(t, y0) dt;

M + O

z O+���!���������Q0������	�
(x0, y0) ∈ Q0 ./����1����+>/�+�$���$�)���	���

(F ′
[y])

′
[x](x0, y0) = f(x0, y0);

M �DO

) O strgradF ′
[y](x, y)

�$���$�)���	��� ���!���������:0������	�
(x, y) ∈ Q0 ./���)#

1����+>/��7/5�����&����	7/���)�$���������
dF (x, y)

���!�"������
�������	�
�

* O F ′
[y](x, y)

7�5�����&����
F ′
y(x, y)
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y���B�����	7)����� ���	����������(*���������9��1�5�����3#
�������D,

��O
strgradF ′

[x](x, y)
���

strgradF ′
[y](x, y)

�$���$�)���	��� ���!���������
0������	� ��


Q0 # (*� �
z O
F ′

[x](x, y)
���

F ′
[y](x, y)

����
�����������Q���!�"������
�����������������K���!�b#
�������J0������	� ��


Q0 # (*� �

) O F (x, y)
����
�������@��� �4���V���!�"������
�����������������H���!���������H0������8#

� ��

Q0 # (*� �

* O+���!���������Q0������	�
(x0, y0) ∈ Q0 ./����1����+>/�4� ���������D,

(F ′
[x])

′
[y](x0, y0) = f(x0, y0) = (F ′

[y])
′
[x](x0, y0).

M , O

d [!e!a d hDe$] � ��� ����� �������B�b%$����
�����6�������������(*�-7qM , Os1����	����������./���)#��������� ��
���
 � C � C M , O8��������5������������	�������y� ��&��	�������������DC
������������� � C zqC z$#L���QM ���$�����B������������� � C zqC �?#L���POb0������	�4��1�5���������-7-(*�3#��&��	����������'�������� ����
���������
������ ��
3��%$������������� 6�������������(*���C8�$��%$���8#

�������	7/�����B���������	���@(*��������� �
m [!`@Z@[!n$]

� ��� ��� M�� | |�� 7� �${ , � O � �b� f(x, y) ∈ L(Q)
����
�������

y
#L�!�

�����$���8��1)���������/./0�����1����
[c, d]

# >/�2���!�����3���	�
x ∈ [a, b]

��
���(*��
����	�)#
�������������Q���H�b�9���������

c = c(f) > 0
�3���������������������J�$�)���	�������

∫∫

Q

∣∣f(t, τ + k)− f(t, τ)
∣∣ dt dτ < c · |k| M � O

��1����	�����-7�����(*��
4����� ���	�I������� � C zqC zy���������������J0������	�H��1�5�����������DC



� � � ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � �$��5����������$���-7s����������1�5�����B�o���!���������Q0������	� ��

Q
#

(*�����)�$�������	�E5�����&��
f ′
y(x, y)

./���������������	��� �4�����������������
Q
# >/��C����

���?>/
��!�+7bM � O # (*�@������'��B�
k = 1/n

���I� ������
������-,
∫∫

Q

n
∣∣∣f

(
t, τ +

1

n

)
− f(t, τ)

∣∣ dt dτ < c.
M |DO

����������
�7��"��1)�G�J�	�������J&����	�!�TM ��%DCB� ) � 7/� �-C * ���DO�7G��������'����!�
∫∫

Q

∣∣f ′
τ (t, τ)

∣∣ dt dτ =

=

∫∫

Q

lim
n→∞

n
∣∣∣f

(
t, τ +

1

n

)
−f(t, τ)

∣∣ dt dτ ≤

≤ lim
n→∞

∫∫

Q

n
∣∣∣f

(
t, τ +

1

n

)
− f(t, τ)

∣∣ dt dτ ≤ c.

����(*���$����������7
f ′
y(x, y) ∈ L(Q)

C��������������I������1�5�����������	���-C

d [!e!a d hDe$] � ��� ��� � ���!�����3���	�2����	�����!�9�����$���8��1)�������E�/./0�����1��
����
�������-7 (*����&��	�����:./0�����1����	� ��0��)�I���!���������@0������	� ��
@M ��%DC } 7N���������3#
���HzqC + C z O�C

§ � � wK[!kD[!f�a � aDe!_@[!e � c Z@a � [!Z@_@aDwKa � � ] tDn$] Z@a � agv aDZ@`@kD[!kDa

��� m [!`@Z@[!n$]
� ��� M�� �${ , � O � �NC zqC �U���������������g6�������������(*�U0��������	�

(x0,y0)∈r0
1

./����1����	�B��5�������
����
intLpx(f)

�$�����������	�3�D7
f ∈Lp(Q)

7
p≥1

C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � x ������'��B�

x0
#L���g�����������)(*�U������������

k
���$� ���-7

�����
(x, y0 + k) ∈ r0

1

C/����(*��


F ′
x(x, y0 + k)− F ′

x(x0, y0) =

y0+k∫

c

f(x, τ) dτ −
y0∫

c

f(x0, τ) dτ.
M ��O



§
� ������	�����#" �	��!���� "	�����(������!��	��#"$"��	� � �	���#"�� �	�	�����	���	� � � �

����������
�7

1

h

x0+h∫

x0

∣∣∣∣

y0+k∫

c

f(x, τ) dτ −
y0∫

c

f(x0, τ) dτ

∣∣∣∣
p

dt =

=
1

h

x0+h∫

x0

∣∣F ′
x(x, y0 + k)− F ′

x(x0, y0)
∣∣p dt. M z O

F ′
x(x, y)

����
���������R�/./0�����1��������g� �����
(x0, y0)

./����1����+>/��7	M z OI1��)#
�	�������U����� �4����
��<�3%$�����H(*��� ����&��	���<� ����%$�����B� 
��������$����������� ���������C
�3�J5��I
���(*
������ * C � C M ��O81����	�������H(*�3�$�)���	�������DC���������� ���	7

(x0, y0)
./�3#

��1����	�I��5�������
����
intLpx(f)

�$�����������	�3�DC
���$�����4��1�5�����������
m [!`@Z@[!n$]

� ��� M�� �${ , � O � ������������� �NC zqC z$#L����6�������������(*� 0��������	�
(x0, y0) ∈ r0

2

./����1����	�A��5�������
����
intLpy(f)

�$�����������	�3�D7
f ∈ Lp(Q)

7
p ≥1

C
��%$���X����������1�5�����B� (*��������� �
m [!`@Z@[!n$]

� � � M�� �${ , � O � �b��(*�3�$�)���	�������	��� �NC zqC ) ���������������R6���#
�����������-7G����(*��
	0��������	�

(x0, y0) ∈ r0 ./����1����	�I��5�������
����
intLpx,y(f)�$�����������	�3�D7

f ∈ Lp(Q)
7
p ≥ 1

C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � |NC � Cq���@|NC zQ�������������������I&����	�!�+7G0��������	�

(x, y) ∈
r0 ./����1����	����5�������
����

intLpx(f)
���

intLpy(f)
�$�����������	�������DC�����(*��#

�$����������7
(x0, y0)

./����1����	�H��5�������
����
intLpx,y(f)

�$�����������	�3�DC
��5���
����$5�
����	�Q������������������
4������'������
m [!`@Z@[!n$]

� ��� M�� �${ , � O � �!�������!�+7 f ����
�������)�/./0�����1����
Q
# >/��C!����(*��


���!�����3���	�
(x0, y0) ∈ Q0 ./����1����	�U��5�������
����

intLpx,y(f)
�$����������#

�	�3�D7/
��������$���������
p ≥ 1

����s%$�������������DC
���:������������������
4� ������������
������������



� � � ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

m [!`@Z@[!n$]
� ��� M�� �${ , � O � �!�������!�+7

f
����
����������5�������
����

Lp(Q)�$��������3�U���������	�����
p ≥ 1

����s%$�������������E���A�/./0�����1��������������
R =

[α, β] × [γ, δ] ⊂ Q
�����B��5����b%$����>/��Cb� ��
�����%$���	�B�

f
����
���������

f |R(*��>/')�������
R

�����B��5����b%$����>/��CW����(*��

a = α

���
c = γ

��
���(*��
��3#
�	�������������������E�$�)���	������� * C � C M ��OJ��� * C � C M z OJ1����	���������E���!�����3���
(x0, y0) ∈ R0 ./����1����+>/��C���������� ���	7�0��������	�

(x0, y0) ∈ R0 ./����1���#
�	�I��5�������
����

intLpx,y(f |R)
�$�����������	�3�DC

d [!\@[!f�a
� ��� M�� �${ , � O � �!�������!�+7 f ∈ Lp(Q)

7
p ≥ 1

78����
���������
(*�3�$�����������U� ��
3�G�$�?>/'��������

F
��
�1���� �����8�

(x0, y0) ∈ Q0 ./����1����+>/�
�������I�/./0�����1��H5�����&��

F ′
x(x, y)

./���������������	�-7��������	�����������$��

F ′
x(x, y) =

y∫

c

f(x, τ) dτ

1����	�����K�$�)���	�������R0��������
(x, y)

./����1����+>/�
(x0, y0)

#L���<���������H����#
������������
�C/����(*��


(x0, y0)
./����1����	�H��5�������
����

intLpx(f)
�$�����������	�3�DC

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � ���A��'�
���(*
3��� 6�������������(*�9����� ���	�E�������VM ��O�7:M z O
��� * C � C M ��O21����	���������DC

(*������� �I|NC �?#L����
	������'������

d [!\@[!f�a
� ��� M�� �${ , � O � �!�������!�+7 f ∈ Lp(Q)

7
p ≥ 1

72����
�������
y
#

�!�Y>/�����������
[c, d]

# >/�:0��������	�
x∈ [a, b]

��
���(*��
����	���������������R���
x
#L�!�

5�����&�� �/./0�����1��
x0
# >/��7/����
����������

y
#L���H���������B�

[c, d]
# >/��C

(x0, y0)
./����1����+>/�	�/./0�����1��

y∫

c

f(x, τ) dτ, |x− x0| < δ, c < y0 < d,
M ) O

��
�1���� �����	� �NC � C M ) O�1����	����������
b�b��5���������� �b%$������� F ′
x(x, y)

# �
(x0, y0)./����1����	���Q���������4�����������)(*�-7/����(*��


(x0, y0) ∈ intLpx(f)
C



§
� ������	�����#" �	��!���� "	�����(������!��	��#"$"��	� � �	���#"�� �	�	�����	���	� � � �

� � s%$�������-7N�����2���������8����
��������� �/./0�����1������ ��������3���u./����1����8#
>/��./������������� ��
3�@���8����
���������W�	��5����8��� �������$�������I�3%$���	��� ����./���)#
1����+>/��C�������1�����7�� ����5����3��� ��
�1������3���	�?./�������4�������������2|NC * #L���8��
����	�)#� �I./����1����+>/�:�/./0�����1��y����
����������������� �U���B������	��������
��y����
����������#
�������D78�3�9(*��� �b%$�������91������������8�������YM ��%DC � * + � 72� �-C	z ) � O�C2���R���?>/
��!�
(*����������'��B�V�	������� ���J�	��5����8�����J��
�1���
3�������I./����1����	���Q�
������-C

f�] e � ]-j � hDZI]
� ����� f(x, y) ∈ Lp(Q)

7
p ≥ 1

7q����
����������������� wK[ 	
kD[!f�a � wK`@t*] w c Z@aVaDe!_@[!e � c Z@a � [!Z@_@aDwKa

(p
%$��������%$���POK���/./�)#

���B�
(x0, y0)∈Q0 ./����1����8�D7P�$���������8�������

(x0, y0)∈ locintLpx,y(f)
7

�b�E�"���3�$�����������	�H���������
η > 0

���
δ > 0

����s%$�����������������H�$�)���	�������

lim
(h,k)→(0,0)

1

h

x0+h∫

x0

∣∣∣∣

y0+k∫

y0−η

f(x, y) dy−
y0∫

y0−η

f(x0, y) dy

∣∣∣∣
p

dx = 0,
M * O

lim
(h,k)→(0,0)

1

k

y0+k∫

y0

∣∣∣∣
x0+h∫

x0−δ

f(x, y) dx−
x0∫

x0−δ

f(x, y0) dx

∣∣∣∣
p

dy = 0
M + O

1����	���������-C
m [!`@Z@[!n$]

� ��� � �!�������!�+7 f(x, y) ∈ Lp(Q)
����
�������g�/./0�����1����

���������
(x0, y0) ∈ Q0 ./����1����+>/��C2����(*��


(x0, y0)
./������������� ��
3�9�	�3#

����� ���H�	��5����8���Y��
�1���
3�����
(p

%$��������%$���PO+./����1����8�
f(x, y)

����
������#
�����������D7

p ≥ 1
C

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � f(x, y)
����
���������:�/./0�����1������

(x0, y0)
./����1����+>/�

��5����������	��
�1)�������J�����$�H� ��
�����	�����!�Y&��	�������H5�����&�� �/./0�����1��������UM ��%DC
} 7/������������� �NC � C ��O�7G�����
���(*
������I(*���������K���Y1����	�������

lim
x→x0
y→y0

[
f(x, y)− f(x0, y)

]
= 0, lim

x→x0
y→y0

[
f(x, y)− f(x, y0)

]
= 0.

������1�����7+0��������	�
ε > 0

����s%$�����������������)�$�������������$� ���
δ > 0

���
0 < η < ε

����s%$�������-78����� ∣∣f(x, y) − f(x0, y)
∣∣ < ε

7 ∣∣f(x, y) −



� ��� ��� �����	� ��"�� ���� 	������$��� � �	���$�	��!��������	��#" &��$�	�#"��� ��! �����	& ������ 	��!��
. . .

f(x, y0)
∣∣ < ε

7 |f(x, y)| < 1+ |f(x0, y0)|
7-������

x ∈ (x0−δ, x0 +δ)
7

y ∈ (y0 − η, y0 + η)
C

������'��B�
(h, k)

./0������	�
0 < |h| < ε

(1+|f(x0,y0)|)
���

0 < |k| <
ε

(1+|f(x0,y0)|)
6��������������!�+C�����(*��


∣∣∣∣

y0+k∫

y0−η

f(x, y) dy−
y0∫

y0−η

f(x0, y) dy

∣∣∣∣
p

=

=

∣∣∣∣

y0∫

y0−η

[
f(x, y)− f(x0, y)

]
dy +

y0+k∫

y0

f(x, y) dy

∣∣∣∣
p

� �����)�$��%����	�������y�����$���8��1)�����J��
���(*��
����	�����H
���5��	�������-7����������

( y0∫

y0−η

∣∣f(x, y)− f(x0, y)
∣∣dy +

y0+k∫

y0

|f(x, y)| dy
)p

.

��%$�	�H� ����������0���
��B� * C � C M , OB��1����	�����H���I��������'����!�

∣∣∣∣

y0+k∫

y0−η

f(x, y) dy−
y0∫

y0−η

f(x0, y) dy

∣∣∣∣
p

≤

≤2p−1

[( y0∫

y0−η

∣∣f(x, y)−f(x0, y)
∣∣ dy

)p

+

(y0+k∫

y0

|f(x, y)| dy
)p]
≤

≤ 2p ·
{
ηp ·εp+

[
k(1+|f(x0,y0)|

]p}
<2p(ηp ·εp+εp)≤2p(1+ε) ·ε,

����R
���(*
������IM * Os1����	�������8(*�3�$�)���	������� ε #L���B�$������������+� �����	C$��
����	�)#� ��������������./���������IM + O;1����	�������:�����B���������	�������C*�������������+������1�5���#��������	���-C
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� C$�3�G��%$���	��(*�����	�	
�C 7$
���5����	��&��)�GC 7!%$������&��b�-C 7����!��������1���5������+1����)#
����
��������J�	���3�$��5���
��-C�1B�"���	���$�-7G�$��%$���	��./�!�"�u� ��������������	�����-7 �$|Dz + CzqC8
3��s������&��R(�C 78�����	���
�� ���F�����
��������������������������-C2(*�����������-7
1	C } 7��������	���$�-7 �$| , ) 7 + � � �$|DzqC

) C � ���	��&��+���@C 7N
������������	�W����	�������J����
�������!���W�����������-CG�������	��#
�$�-7 �$|�� * C

* C � ���	��&��y���@C 7�./�!���	��
���&��K��C 7)���!��������1���5������g��
����	�?>/���95����)�$�-7
1	C }�} C��������	���$�-7 �$| , + C

+ C-%$������&��B�-C 7*���B����� ��
����8����6����	��
���� ��� �������������W���	������
�1������-C
�������	���$�-7 �$| |��NC

�NC-%$������&��2�-C 7 � ���	��&��2���@C 7 %$���������	��&��2�-C 7*�������������&��2�-C 7*���!��������1���#
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ẑk

(z0)
7
f ′
ẑk
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Dŷf(0)

�Uz ) �
Dx̂1ϕ(x0)

7
Dx̂2ϕ(x0)

�Uz ) �
f ′

[xk](x
0)
�Uz * �

d[xk]f(x0)
�gz * z



� � �

strgrad f(x0)
�Uz * z

ϕ′
[x1]

(x0)
7
ϕ′

[x2]
(x0)

�Uz + z

∂+
xi
ψ(x0)

7
∂−xi
ψ(x0)

�Uz � |
+ gradψ(x0)

7 − gradψ(x0)
�Uz , {

∂+
[x1]ψ(x0)

7
∂−[x1]

ψ(x0)
�Uz , �

+ strgradψ(x0)
7 − strgradψ(x0)

�
z , �
∂

(1)
[x1]ψ(x0)

�Uz , z

∂+
x̂1
ψ(x0)

7
∂−x̂1

ψ(x0)
�Uz , )

+ anggradψ(x0)
7

− anggradψ(x0)
�Uz , *

d+
∧ψ(x0)

7
d−∧ψ(x0)

�Uz , +
λ(1)(t0)

�gz , �

ϕ
(1)
x (p0)

7
ϕ

(1)
y (p0)

7
dsymϕ(p0)

�Kz � )
ϕ

(1)
[x] (x0, y0)

7
ϕ

(1)
[y] (x0, y0)

�Uz ��,
strgrad(1) ϕ(x0, y0)

�Uz-| {

ϕ
(1)
x̂ (x0, y0)

7
ϕ

(1)
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